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Abstract. This article explains the contributions of Claude Chevalley to class field theory. His
leading motivation on the subject seemed to be to give an “arithmetic proof” to the theory and
to reveal the nature of the outstanding harmony of the Takagi–Artin class field theory, which had
been established just at the time he started his research. His main achievements on the subject
may have been the first arithmetic proof of the local class field theory without depending on the
global theory, arithmetization of the global class field theory, and its generalization and presen-
tation for infinite extensions by introducing ideles, which are now a kind of natural language in
algebraic number theory. On the one hand, in this article we have attempted to provide rigorous
mathematical description. On the other hand, although we have not demonstrated any proof, we
have endeavored to show the development of the series of mathematical ideas that produced a
variety of important concepts, bore fruit as class field theory, and then moved Chevalley to create
his remarkable and influential works.
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De`s l’e´poque ou` il e´tudiait a` l’Ecole Normale Supe´rieure en 1926–29, Claude
Chevalley s’est inte´resse´ a` la the´orie des nombres et en particulier a` la the´orie du
corps de classes, probablement sous l’influence de ses deux amis: Jacques Her-
brand et Andre´ Weil, aıˆne´s de Chevalley d’un an et de trois ans, respectivement.
Parmi les premiers travaux mathe´matiques publie´s par Chevalley figure sa note
(Herbrand [2]) en collaboration avec Herbrand: “Une nouvelle de´monstration du
the´ore`me d’existence de la the´orie du corps de classes” (1931). Herbrand avait
publie´ de´ja` en 1930 sa note sur les unite´s d’un corps de nombres alge´briques [1]
et acheve´ sa the`se sur la the´orie de la de´monstration [3]. Il e´tait un des meilleurs
amis de Chevalley, et on s’e´tait attendu a` ce qu’il ait le plus brillant avenir
comme mathe´maticien, mais il trouva malheureusement une mort tragique a`
23 ans dans un accident de montagne en 1931, laissant d’inoubliables souvenirs
a` Chevalley. Weil avait commence´ de´ja` a` publier ses travaux arithme´tiques de`s
1927 (Weil [1]), et la collaboration Weil–Chevalley continue jusqu’a` la fin de
leur carrie`re (cf. Weil [3], [4], [5], [10], [12], Chevalley [7]). On peut bien imag-
iner l’enthousiasme de ces trois mathe´maticiens quand ils e´tudiaient ensemble
a` l’Ecole Normale Supe´rieure dans les anne´es 1920 et apprirent les re´sultats
encore re´cents de la the´orie du corps de classes.
Je crois que cette the´orie s’est place´e au centre de l’inte´reˆt de Chevalley
dans son e´tude mathe´matique dans la premie`re partie de sa carrie`re. Il en a
donne´ trois expose´s fondamentaux: d’abord dans sa The`se [2] de 1932, ou` il a
introduit les notions du groupe de Takagi et du groupe d’Artin, puis dans son
me´moire [6] de 1940 dans les Annals, ou` il a donne´ la belle formulation avec
la de´monstration purement arithme´tique de cette the´orie au moyen de la notion
d’ide`les, introduite par lui dans son article [5] de 1936 dans le Journal de Liou-
ville, et enfin dans son cours [8] de 1953 a` l’Universite´ de Nagoya utilisant la
the´orie cohomologique. Le but de mon Introduction1 est d’expliquer le contenu
des deux premiers [2], [6] de ces travaux avec les circonstances dans lesquelles
ils ont e´te´ faits et leur signification historique dans le cours de l’e´volution de
l’arithme´tique contemporaine. En ce qui concerne le troisie`me expose´ [8], M.
John Tate voudra bien en expliquer le contenu ainsi que le de´veloppement de
cette the´orie depuis les anne´es 1950.
*
Dans les anne´e 1920, ou` Chevalley commenc¸a a` s’inte´resser a` cette the´orie,
la the´orie arithme´tique moderne n’e´tait pas bien connue en France. En fait, elle
s’e´tait de´veloppe´e surtout en Allemagne depuis le de´but du 19e sie`cle sous les
influences des Disquisitiones Arithmeticae (Gauss [1]) ou` Gauss a ouvert une
nouvelle voie en e´tablissant des me´thodes rigoureuses et syste´matiques: congru-
ences, loi de re´ciprocite´ quadratique, formes quadratiques, cyclotomie. Gauss
1 see .
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[2] a introduit d’autre part les entiers complexes a+bi, a,b∈ Z en e´tudiant la loi
de re´ciprocite´ biquadratique. C’e´tait le premier exemple d’entiers alge´briques
utilise´s plus tard par Kummer dans ses recherches sur le proble`me de Fermat
(Kummer [1]). Kummer a e´crit l’e´quation de Fermat
xp + yp = zp
sous la forme
xp = (z− y)(z−ζpy) · · ·(z−ζ p−1p y)
ou` ζp = exp(2π i/p) est une p-ie`me racine primitive de l’unite´, p e´tant un nom-
bre premier impair. L’ensemble des nombres
a0 +a1ζp + · · ·+ap−1ζ p−1p , a0,a1, . . . ,ap−1 ∈ Q
forme le corps Q(ζp) de nombres cyclotomiques, dont les nombres avec ai ∈ Z
forment l’anneau des entiers cyclotomiques que nous noterons A p provisoire-
ment. Si ces entiers se repre´sentaient d’une manie`re unique comme produit
d’“entiers premiers” comme dans l’anneau Z des entiers rationnels, il serait
facile de de´montrer la conjecture de Fermat. Mais il n’en est pas ainsi parce
que d’abord l’anneau Ap des entiers cyclotomiques contient des unite´s, c’est-
a`-dire des e´le´ments inversibles, beaucoup plus nombreux que Z (Z ne contient
que deux unite´s ±1 tandis que A3 en contient 6 et Ap, p > 3 en contiennent
une infinite´), et meˆme si l’on identifiait deux nombres α ,β ∈ Ap quand α/β
est une unite´, la de´composablitie´ unique des entiers de Ap en “e´le´ments pre-
miers” n’est pas valable pour p = 23 par exemple. Kummer a introduit ce qu’il a
nomme´ les “nombres ide´aux” pour contourner cette difficulte´ et a pu de´montrer
la conjecture de Fermat pour une certaine cate´gorie de nombres premiers p dits
“re´guliers”, sur laquelle nous reviendrons toute a` l’heure.
*
La the´orie alge´brique des nombres commenc¸a ainsi par les travaux de Kum-
mer sur le proble`me de Fermat. Elle fut pre´sente´e par Dedekind dans une forme
bien organise´e dans [3], dont il convient de rendre ici brie`vement compte, parce
que la the´orie du corps de classes en est un chapitre. (Je suppose connus par le
lecteur les concepts d’alge`bre moderne, la the´orie de Galois y comprise. On
trouvera d’ailleurs les re´sultats qui vont suivre expose´s avec de´monstrations
dans les premiers deux chapitres de Hilbert [2] ou dans les ouvrages comme
Hecke [4], Samuel [1], Lang [1], [2] ou Takagi [7].)
Soit ξ une racine d’une e´quation irre´ductible de degre´ n a` coefficients entiers
a0x
n +a1xn−1 + · · ·+an = 0, a0,a1, . . . ,an ∈ Z .
L’ensemble des nombres de la forme
r0 + r1ξ + · · ·+ rn−1ξ n−1, r0,r1. . . . ,rn−1 ∈ Q
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forme un corps de nombres alge´briques Q(ξ ) de degre´ n qui constitue un espace
vectoriel de dimensions n sur Q . (Chevalley conside`rera plus tard vers la fin des
1930, aussi les extensions alge´briques de degre´s infinis de Q. Cf. supra p.64.
Mais dans la premie`re partie de cette Introduction, nous entenderons toujours
par les corps de nombres alge´briques ceux de degre´s finis.) Nous de´signerons ce
corps Q(ξ ) par k. Tout e´le´ment de ce corps k satisfait a` une e´quation alge´brique
irreductible de degre´ ≤ n a` coefficents entiers. Ceux de ces e´le´ments, pour
lesquels le coefficients dominant (le coefficient du terme avec le plus haut degre´)
de l’e´quation est 1, forment un anneau Ak contenu dans k. Les e´le´ments de Ak
s’appellent les entiers de k. (Si k = Q , on a Ak = Z et si k = Q(ζp) on voit
que Ak coincide avec ce que nous avons note´ Ap.) Les e´le´ments inversibles de
Ak forment un groupe multiplicatif Ek, groupe des unite´s de Ak. Dirichlet [2] a
de´montre´ que Ek est produit direct d’un groupe cyclique fini, qui est le groupe
des racines de l’unite´ contenues dans k, et d’un groupe abe´lien libre a` r1+r2−1
ge´ne´rateurs, ou` r1,2r2 sont les nombres des corps conjugue´s re´els et complexes
de k.
Dedekind a remarque´ que les “nombres ide´aux” introduits par Kummer pour
e´tudier l’arithme´tique de Q(ζp) peuvent se de´finir aussi dans un corps de nom-
bres alge´briques quelconque k et se repre´sentent comme les “ide´aux” (dans le
sens habituel) de l’anneau Ak: un ide´al I de Ak est un sousgroupe additif de Ak
tel que pour tout α ∈ Ak, on ait αI ⊂ I. Pour les ide´aux I,J, on peut de´finir
le produit IJ comme le sousgroupe additif de Ak engendre´ par les produits
αβ , α ∈ I,β ∈ J, et on peut de´montrer la de´composabilite´ unique des ide´aux
(non-nuls) de Ak en produit d’ide´aux premiers. (Un ideal P s’appelle premier si
αβ ∈P entraıˆne α ∈P ou β ∈P.) Aujourd’hui on exprime ce fait commune´ment
en disant que l’anneau Ak des entiers d’un corps de nombres alge´briques k forme
un anneau de Dedekind.
On introduit dans k en dehors des ide´aux des Ak les ide´aux dits fraction-
naires. Un sousgroupe additif I de k s’appelle un ide´al fractionnaire de k si, pour
un certain α ∈ Ak,(α = 0), αI devient un ide´al de Ak. Les ide´aux de Ak, qui sont
naturellement aussi des ide´aux fractionnaires, s’appelleront pour distinguer les
ide´aux entiers. La multiplication des ide´aux entiers s’e´tend naturellement aux
ide´aux fractionnaires, pour laquelle ceux qui sont non nuls forment un groupe
multiplicatif, abe´lien et libre, a` une infinite´ de ge´ne´rateurs, qui sont les ide´aux
premiers de Ak. Nous de´signerons ce groupe par Fk.
Dans les conside´rations multiplicatives, il est souvent commode d’exclure
les l’e´le´ment inversibles, ce que nous indiquerons par le signe ×; par exem-
ple k× = k−{0}; k× forme un groupe multiplicatif, et si l’on note (α) = αAk
pour α ∈ k×, (α) est conside´re´ comme un e´le´ment de Fk. Il s’appelle un ide´al
principal engendre´ par α . Si ε ∈ Ek, on a (ε) = (1) et ceci est l’e´le´ment neu-
tre du groupe Fk. L’ensemble des ide´aux principaux {(α);α ∈ k×} forme un
sousgroupe de Fk, note´ Pk, qui s’ave`re eˆtre un sousgroupe d’indice fini de Fk.
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Le groupe quotient Fk/Pk s’appelle le groupe des classes d’ide´aux de k, note´
Ck, chaque e´le´ment de Fk/Pk est une classe d’ide´aux et l’ordre de Fk/Pk est le
nombre des classes de k; ce dernier se note hk.
En revenant aux travaux de Kummer, celui-ci avait de´veloppe´ l’arithme´tique
de k = Q(ζp) et a pu confirmer la conjecture de Fermat pour le cas ou` hk n’est
pas divisible par p. C’e´taient ces nombres premiers p qu’il a appele´ re´guliers.
Le groupe des classes d’ide´aux de k mesure ainsi en un certain sens la difficulte´
de l’arithme´tique de k.
*
Soit maintenant K une extension alge´brique de degre´ fini de k. K est alors un
autre corps de nombres alge´briques, avec l’anneau des entiers AK , le groupe des
unite´s EK , celui des ide´aux FK , celui des classes d’ide´aux CK etc. Comme k⊂K,
on a e´videmment Ak ⊂ AK , Ek ⊂ EK . Soit I un ide´al entier de Fk, c’est-a`-dire un
ide´al de Ak. I est un sous-ensemble de AK et engendre un ide´al I′ de AK que nous
appellerons l’ide´al de AK (ou bien de K) transfe´re´ de I. On a e´videmment I ⊂ I ′,
I′ ∩ k = I, et si J est un autre ide´al de Ak, on a (IJ)′ = I′J′. Il est facile de voir
qu’a` chaque ide´al fractionnaire I de k correspond un ide´al fractionnaire I ′ de K
transfe´re´ de I de k, et quand I parcourt Fk, l’ensemble de I ′ forme un sousgroupe
F ′k de FK qui est isomorphe a` Fk. Dore´navant nous identifierons I avec I ′ et Fk
avec ce sousgroupe F ′k de FK et e´crirons Fk ⊂ FK .
On a invente´ l’arithme´tique du corps de nombres alge´briques pour traiter des
proble`mes concernant Z ou Q. Ainsi un des proble`mes fondamentaux de notre
arithme´tique est de savoir comment les ide´aux premiers de k se comportent dans
K. Soit P un ide´al premier de Ak. De´signons toujours par P l’ide´al de AK tranfe´re´
de P. Il ne reste pas toujours premier dans K. (Par exemple le nombre premier
5 dans Q se factorise 5 = (2+ i)(2− i) dans Q(i).) Soit
P = ¯Pe11 · · · ¯P
eg
g
la factorisation de P dans AK (que nous appellerons aussi pour simplifier “la
factorisation de P dans K”), ¯Pi, i = 1,2, . . . ,g e´tant des facteurs premiers de P
dans K. Si ei ≥ 2 pour un i ∈ {1,2, . . . ,g}, on dit que P se ramifie dans K. On
sait qu’il n’y a qu’un nombre fini d’ide´aux premiers de k qui se ramifient dans
K; ce sont seuls ceux qui divisent un certain ide´al D(K/k) de k qu’on appelle
le discriminant de l’extension K/k. Si D(K/k) = 1, aucun ide´al premier de k ne
se ramifie dans K. On dit alors que l’extension K/k est non-ramifie´e; autrement
K/k est ramifie´e. (Quand k = Q, Minkowski a montre´ que toute extension K( =
k) est ramifie´e.)
*
Si le degre´ [K : k] de l’extension K/k est n, K a n corps conjugue´s σ (i)K =
K(i), i = 1,2, . . . ,n sur k, σ (i) de´signant les isomorphismes. (On peut supposer
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σ (1) = identite´, K(1) = K.) On peut toujours construire l’extension galoisienne
¯K/k contenant K(i)/k, i = 1,2, . . . ,n. A tout ide´al ¯I = ¯I(1) de K = K(1), cor-
respond un ide´al ¯I(i) de K(i) = σ (i)K qui peut se transfe´rer a` un ide´al ¯I(i) de
¯K. Le produit de ces ide´aux ∏ni=1 ¯I(i) est un ide´al de ¯K qui reste invariant par
σ (i), i = 1, . . . ,n, et qui se repre´sente comme un ide´al de k. On appelle cet ide´al
de k la norme de l’ide´al ¯I dans l’extension K dans le corps de base k, et le de´signe
par NK/k( ¯I). La formation NK/k de la norme de K/k est e´videmment un homo-
morphisme du groupe FK dans le groupe Fk. Et si k′ est un corps interme´diaire
entre k et K : k ⊂ k′ ⊂ K, il est clair qu’on a Nk′/k ·NK/k′ = NK/k.
Si ¯P est un ide´al premier de K, on montre que NK/k( ¯P) est une puissance
P f d’un ide´al premier P de k, et on appelle f le degre´ (relatif) de ¯P par rapport
a` k. (En particulier, la norme Nk/Q(P) d’un ide´al premier P de k au Q est une
puissance p f0 d’un nombre premier p. f0 s’appelle la norme absolue de P. On
montre aussi P∩Z = (p) et que l’anneau quotient Ak/P est un corps fini a` p f0
e´le´ments qui est l’extension du degre´ f0 du corps fini Z/(p)∼= F p a` p e´le´ments.)
En formant les normes de K a` k des deux membres de P = ¯Pe11 · · · ¯P
eg
g , on
obtient n = e1 f1 + · · ·+ eg fg ou` fi est le degre´ de ¯Pi par rapport a` k. On dit que
P se de´compose comple`tement dans K, si e1 = · · · = eg = f1 = · · · = fg = 1,
n = g; et que P est inerte dans K si e1 = g = 1, f1 = n. En particulier, si K/k est
galoisien, on a f1 = · · · = fg = f , e1 = · · · = eg = e, n = e f g, et si P n’est pas
ramifie´, il suffit de savoir le degre´ f pour connaıˆtre le type de de´composition de
P, K/k e´tant suppose´ donne´.
*
Hilbert a e´crit un rapport ce´le`bre sur la the´orie des corps de nombres alge´bri-
ques [2] en 1897, nomme´ commune´ment Zahlbericht, en re´ponse a` la demande
de la Socie´te´ Mathe´matique d’Allemagne, ou` il donne un expose´ syste´matique
de tous les re´sultats importants connus jusque-la`. Celui-ci est divise´ en cinq par-
ties: (1) The´orie ge´ne´rale, (2) Extensions galoisiennes, (3) Corps quadratiques,
(4) Corps cyclotomiques, (5) Corps kumme´riens et se termine par un chapitre
sur le proble`me de Fermat. (Les corps kumme´riens signifient les extensions de
la forme K = k( m
√
a) du corps k qui contient ζm = exp(2π i/m).) Il couvre donc
non seulement les Disquisitiones de Gauss d’un point de vue moderne mais
aussi presque tous les travaux arithme´tiques de Dirichlet, Kummer, Dedekind
et autres. Il est a` remarquer qu’il s’agit dans les parties (3), (4), (5) de sujets
concernant les extensions abe´liennes, dont Hilbert insiste sur l’importance dans
l’Introduction de ce rapport. Le contenu de la partie (1) est duˆ essentiellement
aux pre´de´cesseurs de Hilbert tandis que celui de la partie (2) est une contribution
de Hilbert lui-meˆme. Il y conside`re en particulier ce qu’il a appele´ les groupes de
de´composition, d’inertie et de ramification d’un ide´al premier ¯P d’une extension
galoisienne K sur k, de´finis comme suit (cf. Chevalley [2], Chap.2).
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Le groupe de de´composition GD( ¯P) d’un ide´al premier ¯P dans une extension
galoisienne K/k avec le groupe de Galois G(K/k) est le sousgroupe de G(K/k)
de ses e´le´ments σ qui laissent ¯P invariant: σ( ¯P) = ¯P. Supposons fixe´s K/k et
¯P et notons pour simplifier G = G(K/k), GD = GD( ¯P). Le sousgroupe GD de
G est d’indice g et d’ordre e f . Le groupe d’inertie GI( ¯P) (ou GI) de ¯P est le
sousgroupe de GD (ou de G) des e´le´ments τ tels que τ(α) ≡ α(mod ¯P) pour
tout α ∈ AK . On a (GD : GI) = f , |GI| = e. Pour un nombre naturel ν ≥ 1,
on appelle (ν− 1)-ie`me groupe de ramification G(ν−1)( ¯P) (ou G(ν−1)) de ¯P le
sousgroupe de GI (ou de G) des e´le´ments τ tels que τ(α) ≡ α(mod ¯Pν) pour
tout α ∈ AK . On a GI = G(0) ⊃ G(1) ⊃ ·· · ⊃ G(μ) = {1} pour un certain μ . Si
¯P ne se ramifie pas, on a GI = {1}, μ = 0. On montre de plus que GI est un
sousgroupe invariant de GD et que GD/GI est cyclique et engendre´ par σ ∈ GD
tel que σ(α)≡ αq(mod ¯P) ou` q est la norme absolu de P, l’ide´al premier de k
divise´ par ¯P. On appelle σ l’automorphisme de Frobenius de ¯P (cf. Frobenius
[1]). Les corps interme´diaires de K/k qui correspondent au sens de la the´orie de
Galois aux groupes de de´composition, d’inertie ou de ramification s’appellent
d’apre`s Hilbert les corps de de´composition, d’inertie ou de ramification.
Jusqu’ici on a conside´re´ un ide´al premier ¯P de K comme fixe´. Soit P l’ide´al
premier de k divise´ par ¯P. L’ide´al P peut avoir un autre diviseur premier ¯P′,
qui est conjugue´ de ¯P et peut eˆtre de´signe´ par ρ( ¯P), ρ ∈ G(K/k). On voit
imme´diatement que le groupe de de´composition de ρ( ¯P) est le sousgroupe con-
jugue´ ρGD( ¯P)ρ−1 de GD( ¯P) : GD(ρ ¯P) = ρGD( ¯P)ρ−1. Il en est de meˆme pour
les groupes d’inertie et de ramification et l’automorphisme de Frobenius. Si en
particulier G(K/k) est abe´lien, tous les sousgroupe conjugue´s ou meˆme tous
les e´le´ments conjugue´s se coı¨ncident. On peut donc parler alors des groupes de
de´composition etc. et de l’automorphisme de Frobenius de P (au lieu de ¯P).
Hilbert a pu syste´matiser son expose´ dans les trois dernie`res parties de son
Zahlbericht a` l’aide de cette the´orie.
*
Hilbert parle du corps de classes dans un me´moire [3] sur les extensions
quadratiques qu’il a publie´ peu de temps apre`s son Zahlbericht, puis dans un
autre me´moire intitule´: Sur la the´orie des extensions abe´liennes des corps de
nombres alge´briques [4], ou` il annonce les conjectures suivantes2:
Soit k un corps de nombres alge´briques avec le groupe des classes Ck. Alors il
existe une extension abe´lienne unique K de k jouissant des proprie´te´s suivantes:
(i) Le groupe de Galois G(K/k) est isomorphe a` Ck.
(ii) K/k n’est pas ramifie´. (Par conse´quent, aucun ide´al premier de k n’est
ramifie´ dans K).
2 Pour plus de simplicite´, j’omets ici les conside´rations sur les classes d’ide´aux au sens e´troit
pour le cas ou k est re´el.
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(iii) Le type de de´composition dans K d’un ide´al premier P de k de´pend
seulement de la classe d’ide´aux de k a` laquelle P appartient. Le degre´ f de P
coı¨ncide avec l’exposant de cette classe; c’est-a`-dire P f devient un ide´al prin-
cipal dans k tandis qu’aucune puissance de P avec un exposant infe´rieur ne
devient principal.
(iv) Tout ide´al de k transfe´re´ dans K devient principal.
Hilbert a nomme´ cette extension K de k le corps de classes de k.
C’e´tait des conjectures suˆrement bien hardies pour Hilbert parce qu’il a pu
les de´montrer seulement dans le cas ou` hk = 2, mais il en a e´te´ convaincu par
leur beaute´. Et heureusement toutes ces conjectures se sont re´ve´le´es vraies!
L’existence de l’extension K/k avec les proprie´te´s (i)–(iii) a e´te´ de´montre´e par
Furtwa¨ngler dans une se´rie de travaux de 1907 a` 1913 [1], et la quatrie`me pro-
prie´te´ (iv) de K a e´te´ de´montre´e par lui en 1930 [2] plus de 15 ans plus tard.
Hilbert a pressenti quelques relations entre la the´orie du corps de classes
et la “loi de re´ciprocite´” qui ge´ne´raliserait la loi de re´ciprocite´ quadratique dont
Gauss avait insiste´ sur l’importance. Le neuvie`me des proble`mes mathe´matiques
pose´s par Hilbert au Congre`s a` Paris en 1900 consista en la formulation et de
la de´monstration de cette loi de re´ciprocite´, pour lesquelles, dit Hilbert, une
ge´ne´ralisation approprie´e des me´thodes qu’il a donne´es dans son me´moire sur
les extensions quadratiques [3] serait utile.
Le 12e proble`me de Hilbert concerne aussi les extensions abe´liennes des
corps de nombres alge´briques. Kronecker [1] avait conjecture´ que toute exten-
sion abe´lienne de Q serait contenue dans un corps cyclotomique et que toute ex-
tension abe´lienne d’un corps quadratique imaginaire k serait obtenue par l’adjon-
ction a` k des “valeurs singulie`res” d’une certaine fonction elliptique. La premie`re
conjecture avait e´te´ de´montre´e par Weber [1], [4], et Hilbert [1] mais la seconde,
connue sous le nom de Jugendtraum de Kronecker et dont la formulation n’e´tait
d’ailleurs pas pre´cise, restait longtemps sans eˆtre e´lucide´e, bien qu’elle ait e´te´
attaque´e par de nombreux mathe´maticiens. Le proble`me a e´te´ pose´ par Hilbert
sous une forme encore plus ge´ne´rale: trouver une fonction dont les “valeurs
singulie`res” engendreraient les extensions abe´liennes d’un corps de nombres
alge´briques donne´. Hilbert dit qu’il le prend pour un des proble`mes les plus
profonds et d’une porte´e les plus grandes de la the´orie des nombres et de la
the´orie des fonctions.
Ces deux proble`mes de Hilbert, le 9e et le 12e au Congre`s a` Paris, paraıˆssent
assez e´loigne´s l’un de l’autre, mais tous les deux concernent les extensions
abe´liennes de corps de nombres alge´briques, et Weber a remarque´ dans un de
ses travaux sur le second proble`me [2], un fait qui sugge`re une relation entre les
deux.
*
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Pour en parler, je commencerai par expliquer un peu plus la liaison entre les
deux conjectures de Kronecker.
La premie`re de celles-ci affirme que toute extension abe´lienne de Q est con-
tenue dans une extension Q(ζm), ζm = exp(2π i/m), m ∈ Z , m≥ 1. Si l’on pose
f (z) = exp(2π iz), on a f (z+ 1) = f (z), c’est-a`-dire que f (z) est une fonction
automorphe pour le groupe additif de C engendre´ par z → z+ 1 laissant Z in-
variant. On voit que toute extension abe´lienne de Q est contenue dans un corps
engendre´ par une valeur singulie`re de cette fonction f (z), c’est-a`-dire par f (r),
r ∈ Q.
Si l’on remplace Q par le corps de Gauss Q(i), l’anneau Z sera remplace´ par
Z [i], et la fonction f (z) = exp(2π iz) par la fonction de lemniscate, la fonction
elliptique dont le paralle´logramme de pe´riodes coı¨ncide avec le domaine fonda-
mental du groupe additif de Z [i]. On demande si toute extension abe´lienne du
k = Q(i) est contenue dans une extension de k engendre´e par une valeur sin-
gulie`re, c’est-a`-dire valeur de cette fonction pour un e´le´ment de ce corps Q(i).
Takagi a de´montre´ dans sa The`se [1] que la re´ponse a` cette question est positive.
On peut se poser la meˆme question pour tout autre corps quadratique imaginaire.
On a nomme´ cette question le proble`me de multiplication complexe parce que le
re´seau des entiers des corps quadratiques imaginaires admet un endomorphisme
par multiplication par un entier complexe (par exemple multiplication par i dans
le cas de Z [i].) La solution ge´ne´rale pour les corps quadratiques imaginaires
a e´te´ e´galement obtenue par Takagi [3]. Mais le proble`me 12 de Hilbert qui
demande les fonctions ge´ne´ratrices des extension abe´liennes de corps de nom-
bres alge´briques quelconques est encore loin d’eˆtre re´solu malgre´ de brillants
re´sultats par des mathe´maticiens comme Hecke [1], [2], Weil [11], Shimura [1],
[2], [3], et Taniyama [1], Shimura–Taniyama [1] (cf. Serre [2]).
*
Soient k un corps de nombres alge´briques (de degre´ fini), m un entier ra-
tionnel et ζm = exp(2π i/m). L’extension k(ζm) de k s’appelle le corps circulaire
(ou le corps cyclotomique) d’ordre m sur k. Si l’on a en particulier k = Q , Q(ζm)
s’appelle le corps circulaire absolu. ζm est racine du polynoˆme cyclotomique
Φm(X) ∈ Z [X ] de degre´ ϕ(m), indicateur d’Euler repre´sentant le nombre des
entiers ≤ m qui sont relativement premiers a` m; on a donc (Q(ζm) : Q) = ϕ(m)
et on de´montre que Q(ζm)/Q est une extension abe´lienne dont le groupe de Ga-
lois G(Q(ζm)/Q) est isomorphe a` (Z/mZ)× et dont le discriminant se compose
uniquement des diviseurs premiers de m. Si l’on de´signe par E l’ensemble des
diviseurs premiers de m, les nombres premiers en dehors de E ne se ramifient
pas dans Q(ζm). Si p ∈ E, p appartient a` une classe de (Z/mZ)× et le type de
de´composition de p dans Q(ζm) ne de´pend que de cette classe.
Ce qu’on a vu sur les corps circulaires absolus, se ge´ne´ralise aux corps cir-
culaires en ge´ne´ral. k(ζm)/k est une extension abe´lienne de groupe de Galois
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isomorphe a` un sousgroupe de (Z/mZ)×. Si E repre´sente l’ensemble des ide´aux
premiers de k diviseurs de m, les ide´aux premiers en dehors de E ne se rami-
fient pas dans k(ζm). Pour un ide´al premier P de k en dehors de E, la loi de
de´composition dans k(ζm) s’e´nonce comme suit: le degre´ relatif d’un diviseur
premier ¯P de P dans k(ζm) est e´gal a` l’exposant de la classe de (Z/mZ)× a`
laquelle Nk/Q(P) appartient. (Comme P ∈ E, il est clair que Nk/Q(P) est rel-
ativement premier a` m, et appartient donc a` (Z/mZ)×.) On pourrait dire un
peu sommairement que la loi de de´composition des ide´aux premiers de k dans
l’extension circulaire k(ζm) se de´termine “par congruence mod m.”(cf. Hilbert
[2, Chap.IV], Chevalley [2, Chap.VII].) Et Weber [2] a remarque´ qu’une loi de
de´composition de meˆme genre domine aussi dans les extensions qu’on rencon-
tre dans la the´orie de multiplication complexe.
*
Pour formuler plus exactement cette loi, il nous convient de parler d’abord
des valuations, des diviseurs et des rayons modulo diviseurs dans un corps de
nombres alge´briques.
Soit d’abord k un corps quelconque. Une valuation ϕ de k signifie une appli-
cation de k dans l’ensemble R+ des nombres re´els non ne´gatifs satisfaisant aux
conditions suivantes:
1) ϕ(a) = 0 si et seulement si a = 0.
2) ϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b).
3) ϕ(a+b)≤ ϕ(a)+ϕ(b).
La notion de valuation ge´ne´ralise ainsi celle de la valeur absolue dans R ou
C. (Chevalley [2, Chap.V] utilise l’expression “valeur absolue” dans le sens de
“valuation”.) L’application ϕ de´finie par ϕ(0) = 0 et ϕ : k× → {1} est e´videm-
ment une valuation qui s’appelle la valuation triviale. Ce seront les valuations
non triviales qui nous inte´resseront dans ce qui suit.
Si k est un corps de nombres alge´briques de degre´ fini avec r1 conjugue´s
re´els σi(k) = k(i) ⊆ R, i = 1,2, . . .r1 et 2r2 conjugue´s complexes σr1+ j(k) =
k(r1+ j) ⊆ C mais non k(r1+ j) ⊆ R, σr1+r2+ j(a) = σr1+ j(a), j = 1,2, . . .r2, k a
e´videmment r1 + r2 valuations ϕh(a) = |σh(a)|, h = 1,2, . . . ,r1 + r2, ou` | |
de´signe la valeur absolue habituelle dans R ou C. Ces valuations satisfont a`
l’axiome d’Archime`de: Si a = 0 et n∈N , on a ϕ(na)→∞ quand n→∞. Celles-
ci s’appellent les valuations archime´diennes de k.
En plus de ces r1+r2 valuations, k a une infinite´ de valuations non-archime´di-
ennes dont chacune correspond a` un ide´al premier P de k de´finies comme suit:
Soient P un ide´al premier et A un ide´al fractionnaire (non nul) de k. On
e´crira eP(A) = 0 si P n’apparaıˆt pas parmi les diviseurs premiers de A avec un
exposant positif ou ne´gatif. Autrement eP(A) signifiera cet exposant, c’est-a`-
dire eP(A) = ν ∈ Z si eP(P−νA) = 0 (ou bien si Pν‖A, ou bien encore si Pν |A,
Pν+1 |/A comme on e´crit habituellement.) Pour a∈ k×, on pose eP(a) = eP((a)).
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Soit c une constante re´elle telle que 0 < c < 1. Si l’on pose ϕP,c(A) = ceP(a), pour
a ∈ k× et ϕP,c(0) = 0, ϕP,c = ϕ est e´videmment une valuation satisfaisant a`
3′) ϕ(a+b)≤Max(ϕ(a),ϕ(b))
qui est plus fort que 3). Celle-ci est non-archime´dienne.
Si c′ est une autre constante avec 0 < c′ < 1, on trouve un ρ re´el et positif tel
que c′ = cρ et par conse´quent (ϕP,c(a))ρ = ϕP,c′(a) pour tout a. On e´crit alors
ϕP,c′ = ϕ
ρ
P,c et appelle ϕP,c et ϕP,c′ valuations e´quivalentes. A chaque classe de
valuations e´quivalentes correspond un ide´al premier P de k.
On de´montre que pour un corps k de nombres alge´briques de degre´ fini, les
r1 + r2 valuations archime´diennes provenant des corps conjugue´s de k dans C
et les valuations non-archime´diennes correspondant aux ide´aux premiers de k
sont les seules valuations possibles de k (Ostrowski [1], Artin [4], Chevalley [2,
Chap.V]). Soit ϕ une valuation de k. On peut de´finir une me´trique dϕ dans k en
posant
dϕ(a,b) = ϕ(a−b)
et comple´ter k topologiquement par rapport a` dϕ . Ces corps comple´te´s ¯kϕ s’appe-
llent les corps locaux. Si ϕ est archime´dienne, ¯kϕ est topologiquement isomor-
phe a` R ou a` C, et si ϕ est non-archime´dienne, ¯kϕ se de´termine par P et s’appelle
un corps P-adique note´ kP.
Les valuations e´quivalentes de´finissent la meˆme topologie de k. Chaque
classe d’e´quivalence de valuations de k de´finit une place de k dite finie ou infinie
selon que les valuations envisage´es sont non-archime´diennes ou archime´diennes.
Chaque place finie est repre´sente´e par un ide´al premier P de k. Pour repre´senter
les places infinies, Hasse [2] a introduit les symboles des ide´aux a` l’infini P∞,1,
. . . ,P∞,r1 ,P∞,r1+1, . . . ,P∞,r1+r2 correspondant aux corps conjugue´s k(1), . . . ,k(r1),
k(r1+1), . . . ,k(r1+r2) dont les r1 premiers sont re´els.
On de´finit maintenant un diviseur M dans k par un produit formel d’un en-
semble fini de places finies ou infinies re´eles de k:
(∗) M = Pe11 · · ·P
eg
g ,
avec des exposants ei ∈ N , i = 1,2, . . . ,g assujettis aux conditions: ei > 0 ou
= 1 selon que Pi est fini ou infini re´el. On appellera (∗) la de´composition de M,
les Pi qui y figurent (avec les exposants = 0) les facteurs de M, et notera E(M)
l’ensemble de ces facteurs. Si P ∈ E(M), eP(M) de´signera l’exposant de P dans
la de´composition de M, et si P ∈ E(M) on posera eP(M) = 0. On admettra aussi
le diviseur M = 1, pour lequel eP(M)= 0 pour toute place P de k, finie ou infinie.
Pour deux diviseurs M,M′ de k, on dira “M divise M′” et e´crira M |M′ si
eP(M) ≤ eP(M′) pour toutes les places P de k. L’ensemble de ces diviseurs est
e´videmment partiellement ordonne´ par cette relation d’ordre. Le diviseur 1 est
le minimum de tous ces diviseurs, et on peut naturellement parler du p.g.c.d.
(M,M′) et du p.p.c.m [M,M′] des deux diviseurs.
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Soit P l’ensemble de tous les ide´aux premiers de k (qui peut s’identifier
avec toutes les places finies de k.) M e´tant un diviseur donne´, posons E0(M) =
E(M)∩P , M0 = ∏P∈E0(M) PeP(M) et appelons M0 la partie finie de M. On a
e´videmment M0 | M et peut poser M = M0M∞ avec un autre diviseur M∞ (pour
lequel on a (M∞)0 = 1) qu’on appellera la partie infinie de M. On dit qu’un
diviseur M est fini ou infini selon que M∞ = 1 ou M0 = 1.
Si A est un ide´al entier (= 1) de k,A se repre´sente comme un produit des
puissances d’ide´aux premiers avec des exposant positifs. Il s’identifie ainsi avec
un diviseur fini. Pour a∈ k×, l’ide´al fractionnaire (a) se repre´sente comme AB−1
avec deux ide´aux entiers A,B relativement premiers. On dit qu’un diviseur fini
M0 divise a, et e´crit M0 | a, si M0 | A et (M0,B) = 1.
Pour deux e´le´ments a,b ∈ k× et un diviseur M = M0M∞, on de´finit la con-
gruence multiplicative
a≡ b (modM)
par deux conditions: 1) M0 | ab−1 et 2) σi(a) et σi(b) ont la meˆme signature
(c’est-a`-dire σi(ab) > 0) si P∞,i | M∞. (Rappelons que M∞ ne contient que des
places a` l’infini re´elles.) M e´tant un diviseur donne´, on montre facilement que
l’ensemble des ide´aux principaux (a) avec a ∈ k×, satisfaisant a` a≡ 1(modM)
forme un sousgroupe (multiplicatif) d’indice fini du groupe F E de tous les
ide´aux relativement premiers aux ide´aux premiers dans E (Pour simplifier, nous
dirons dore´navant: les ide´aux de FE sont relativement premiers a` E.) ou` E =
E(M). On appellera ce groupe le rayon mod M et le notera RM . On voit sans
peine R(M,M′) = [RM,RM′] (le sousgroupe de FE engendre´ par RM et RM′) et
R[M,M′] = RM ∩RM′ , M,M′ e´tant deux diviseurs quelconques de k.
*
Soient k un corps de nombres alge´briques, M,M′ des diviseurs de k, E =
E(M) et E ′ = E(M′). Un sousgroupe HM de FE contenant RM s’appelle un
groupe d’ide´aux de´finissable mod M et M un module de de´finition de HM . Si
M |M′, on a E ⊂ E ′, FE ⊃ FE ′ , RM ⊃ RM′ et pour un groupe d’ide´aux HM , son
sousgroupe (HM)E
′
constitue´ des ide´aux qui sont relativement premiers a` E ′, de-
vient un groupe d’ide´aux HM′ de´finissable mod M′, pour lequel on a FE/HM ∼=
FE ′/HM′ . Dans ce sens on dit qu’un groupe d’ide´aux de´finissable mod M est
de´finissable aussi mod M′ pour un diviseur M′ divisible par M, et on identifie
FE/HM et FE
′
/HM′ . Soient M,M′ deux diviseurs et posons [M,M′] = M′′. Si
HM et HM′ s’identifient au meˆme HH ′′ dans le sens susdit, on e´crira HM ≈ HM′ .
Ceci de´finit comme il est facile de voir, une relation d’e´quivalence entre les
groupes d’ide´aux de´finissables mod diffe´rents diviseurs de k. Si HM,H ′M, ...
sont des groupes d’ide´aux avec diffe´rents modules de de´finition M,M′, ... ap-
partenant a` une meˆme classe d’e´quivalence, on voit que le p.g.c.d. (M,M′, ...)
est aussi un module de de´finition d’un groupe d’ide´aux de la meˆme classe.
Travaux de Claude Chevalley sur la the´orie du corps de classes: Introduction 37
Cette classe a donc un module de de´finition minimum qui s’appellera le conduc-
teur C de cette classe, qui se repre´sentera par HC, groupe d’ide´aux de´finissable
mod C. Dore´navant on repre´sentera toujours (sauf mention expresse) un groupe
d’ide´aux HM modM par le groupe d’ide´aux HC modC, C e´tant son conducteur
tel que HM ≈ HC. Soient H = HC un groupe d’ide´aux donne´ et E l’ensemble
des ide´aux premiers diviseurs de C. Les e´le´ments du groupe quotient F E/H
s’appelleront les classes d’ide´aux modH, ce groupe quotient le groupe de ces
classes, le cardinal de ce groupe le nombre des classes modH. (Sans pre´ciser H,
on appelle parfois classes par congruence les classes d’ide´aux mod certain H, H
e´tant un groupe d’ide´aux de´finissable mod certain diviseur M.) On remarquera
que le rayon mod1 n’est autre chose que le groupe des ide´aux principaux, et les
classes d’ide´aux mod1 coı¨ncident avec les classes d’ide´aux habituelles dont on a
parle´ plus haut. De plus, soient Q le corps des rationnels, m un entier positif, p∞
l’unique ide´al a` l’infini de Q est M = mp∞. Alors le groupe des classes modRM
est isomorphe a` (Z/mZ)×: Si l’on e´crit donc F = Q×, E = E(M), H = RM, on
a FE/H ∼= (Z/mZ)× = G(Q(ζm)/Q) et le type de de´composition des nombres
premiers p ∈ E dans Q(ζm) de´pend seulement de la classe de F E/H a` laquelle
p appartient.
*
L’ide´e de ge´ne´raliser ainsi la notion des classes d’ide´aux qui avait e´te´ de´ja`
conc¸ue par Weber [2] a e´te´ utilise´e par Takagi dans son travail [1] ou` il a traite´ la
the´orie des extensions abe´liennes du corps de Gauss Q(i). Peut-eˆtre en a-t-il de´ja`
pressenti alors la grande signification pour la the´orie ge´ne´rale des extensions
abe´liennes des corps de nombres alge´briques? Apre`s avoir e´tudie´ trois semestres
a` Go¨ttingen aupre`s de Hilbert, il est retourne´ au Japon en 1901 et s’est mis
a` en faire des recherches profondes jusqu’a` l’e´poque de la Premie`re Guerre
Mondiale. Il faut se rappeler qu’a` cette e´poque Furtwa¨ngler avait de´ja` e´tabli la
validite´ des conjectures de Hilbert sur le corps de classes (sauf (iv)). A ce stade,
il e´tait donc assez naturel de penser a` la ge´ne´ralisation suivante des conjectures
de Hilbert.
Soit H = HC un groupe d’ide´aux de conducteur C dans un corps de nom-
bres alge´briques k de degre´ fini, de groupe de classes d’ide´aux FE/H, ou` E
est l’ensemble des ide´aux premiers diviseurs de C. Alors il existe une extension
abe´lienne unique K de k jouissant des proprie´te´s suivantes:
(i) Le groupe de Galois G(K/k) est isomorphe a` FE/H.
(ii) Tout ide´al premier en dehors de E n’est pas ramifie´.
(iii) Le type de de´composition de P ∈ E de´pend seulement de la classe de
FE/H a` laquelle P appartient. Le degre´ f de P coı¨ncide avec l’exposant de
cette classe.
(En ce qui concerne un analogue de (iv) des conjectures d’Hilbert, p.32, je
le laisse en suspens ici. J’y reviendrai vers la fin de cette Introduction, p.77)
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Il est naturel d’appeler cette extension K de k le corps de classes associ e´ a`
H. Pour le cas de C = 1, H = R1 (le rayon mod 1, c’est-a`-dire le groupe des
ide´aux principaux), cette notion coı¨ncide avec celle de Hilbert, et pour le cas de
k = Q et H = Rmp∞ , on a K = Q(ζm) pour lequel tout s’accorde! Et Takagi a eu
le premier l’ide´e de soupc¸onner:
(iv) Toute extension abe´lienne de k est le corps de classes associe´ a` un
groupe d’ide´aux H = HC pour un certain C.
Et Takagi a re´ussi a` de´montrer dans son travail [3] que toutes ces “conjec-
tures” sont vraies! (Hasse [2] a appele´ cette dernie`re proposition (iv) le the´ore`me
re´ciproque (Umkehrsatz) de la the´orie du corps de classes.)
*
Rappelons-nous ici des pre´curseurs de la the´orie du corps de classes avant
Hilbert (cf. Hasse [10]).
Kronecker avait de´ja` parle´ assez longuement dans son me´moire ce´le`bre sur
la the´orie arithme´tique des quantite´s alge´briques [2] d’une extension K d’un
corps de nombres alge´briques k ou` tous les ide´aux de k deviennent principaux.
Dans notre langage, il parlait ainsi du corps de classes au sens de Hilbert. Son
attention a e´te´ surtout attire´e par la proprie´te´ (iv) de ce corps, dont Furtwa¨ngler
[2] a pu ve´rifier la validite´ ulte´rieurement, mais on reconnait maintenant, que
ce n’est pas la` une proprie´te´ approprie´e comme la base de la the´orie (cf. infra
p.78).
Un autre pre´curseur e´tait H. Weber qui a de´fini dans ses me´moires [1], [2]
ce que nous appelons maintenant les groupes d’ide´aux pour exprimer la loi de
de´composition dans les extensions abe´liennes K qu’on rencontre dans la the´orie
de multiplication complexe. Une telle extension K/k e´tant donne´e, il a remarque´
qu’il y a un groupe d’ide´aux H dans k, tel que l’ensemble des ide´aux premiers
de k qui se de´composent comple`tement dans K coı¨ncide avec l’ensemble des
ide´aux premiers qui appartiennent a` H. Weber [1] a donne´ la de´finition suiv-
ante du corps de classes, sugge´re´ par cette situation, pour un groupe d’ide´aux
H dans un corps de nombres alge´briques k: c’est une extension K de k pour
laquelle la loi de de´composition des ide´aux premiers ci-dessus est valable. We-
ber a montre´ qu’il n’y qu’un seul corps de classes pour le groupe d’ide´aux H
donne´, et que si K1,K2 sont les corps de classes pour deux groupes d’ide´aux
H1,H2, respectivement, K1 ⊂ K2 et H1 ⊃ H2 s’entraıˆnent mutuellement. Il n’a
pas de´montre´ l’existence du corps de classes pour un groupe d’ide´aux H donne´,
mais il s’en e´tait suˆrement convaincu, comme l’introduction de son me´moire
[1] l’indique, dit Hasse [10]. Sous l’hypothe`se de l’existence de ce corps, il a
de´montre´ l’existence d’une infinite d’ide´aux premiers dans chacune des classes
FE/H. Dans ces conside´ration, Weber a utilise´ la me´thode analytique par laque-
lle Dirichlet avait de´montre´ le “the´ore`me de la progression arithme´tique.” (En
fait ce the´ore`me, qui dit qu’il y a une infinite´ de nombres premiers dans la suite
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a+nb,n = 1,2, . . ., si (a,b) = 1, n’est autre chose que l’affirmation que chaque
classe de (Q×)E/Rbp∞ ou` E est l’ensemble des diviseurs premiers de b, contient
une infinite´ de nombres premiers.)
Ces me´moires de Weber ont directement influence´ Takagi, quand celui-ci
a entrepris de re´fle´chir sur cette the´orie. Lorsqu’il a re´ussi a` l’e´tablir dans [3],
il l’a construite en partant d’une de´finition du corps de classes inspire´e par un
re´sultat analytique de Weber que j’expliciterai tout a` l’heure.
Ces me´thodes analytiques ont suˆrement paru a` Chevalley, alge´briste ten-
ant a` la purete´ des me´thodes, comme essentiellement e´trange`res a` la the´orie
e´minemment arithme´tique du corps de classes. De´ja` sa premie`re contribution
en collaboration avec Herbrand [2] l’indique. Il essaya de l’e´liminer dans sa
The`se [2], mais n’y re´ussit pas tout a` fait; il y re´ussit dans [3] en 1935 en col-
laboration avec Nehrkorn, puis enfin dans [6] en 1940. Dans sa The`se, il a pu
re´duire le proble`me a` celui de montrer que les corps circulaires sont corps de
classes (en un sens qui sera pre´cise´ plus loin), et dans son me´moire [6], il a
atteint son but en prouvant un autre the´ore`me d’existence pour les ide´aux pre-
miers, mais il faut reconnaıˆtre que la the´orie de Chevalley ne contient pas le
“the´ore`me ge´ne´ral de la progression arithme´tique”, c’est-a`-dire l’affirmation de
l’existence d’une infinite´ d’ide´aux premiers dans chaque classe de F E/H.
L’histoire nous fait voir que la me´thode analytique a servi essentiellement a`
la gene`se et au de´veloppement de cette the´orie. Je consacrerai donc encore les
paragraphes suivants a` l’expose´ de cette me´thode.
*
On sait qu’Euclide avait de´ja` de´montre´ l’existence d’une infinite´ de nombres
premiers et il est facile de montrer par le meˆme argument qu’il en est de meˆme
pour les nombres premiers de la forme 4m−1 ou 6m−1, mais cela ne marche
plus pour ceux de la forme 4m+1 ou 6m+1. Euler a conc¸u un nouveau moyen










ou` p parcourt l’ensemble de tous les nombres premiers. Cette identite´ e´quivaut
au the´ore`me fondamental de l’arithme´tique e´le´mentaire que tout entier rationnel
s’exprime d’une manie`re unique comme produit de nombres premiers. Euler a
conside´re´ cette identite´ formelle pour s= 1 et raisonne´ comme suit: si l’ensemble
de nombres premiers e´tait fini, le second membre de cette identite´ serait fini
tandis que le premier membre est infini, ce qui n’est pas. On peut justifier ce
raisonnement en conside´rant les deux membres avec le parame`tre s∈ R,s > 1 et




comme une fonction de variable complexe s qu’il a note´e ζ (s), prolongeable an-
alytiquement dans le plan entier s ∈C , avec un seul poˆle a` s = 1 avec le re´sidu
1, satisfaisant a` une e´quation fonctionnelle bien connue, et encore plus tard,
Hadamard [1] et de la Valle´e-Poussin [1] ont de´montre´ presque simultane´ment
et inde´pendamment le ce´le`bre “the´ore`me des nombres premiers” disant que le





log x = 1,
en utilisant les re´sultats de la the´orie des fonctions entie`res d’une variable com-
plexe. (Il est bien connu aussi que Riemann a e´nonce´ dans [1] son hypothe`se sur
les ze´ros de la fonction ζ (s), qui reste encore non-re´solue.) On appelle main-
tenant les fonctions zeˆta les diffe´rents genres de fonctions ge´ne´ralisant la fonc-
tion ζ (s) dit de Riemann de´finie comme plus haut. Toutes ces fonctions admet-
tent des repre´sentations comme produits eule´riens lie´s aux re`gles multiplica-
tives des entite´s en conside´ration comme produits des “entite´s premie`res”, dont
le comportement de ces fonctions autour d’un poˆle (qui se trouve a` s = 1 pour
ζ (s) de Riemann) indique la “densite´”, dont on donnera plus tard une de´finition
pre´cise (cf. infra p.44).
Pour un corps de nombres alge´briques k (de degre´ fini n= (k : Q)), Dedekind
[1] a de´fini la fonction zeˆta de k par
ζk(s) =∑ 1NAs
ou` A parcourt tous les ide´aux entiers de k, et N de´signe la norme de k a` Q. Elle




ou` P parcourt tous les ide´aux premiers de k.
Soit maintenant E un ensemble fini d’ide´aux premiers de k. Si l’on enle`ve
tous les ide´aux A figurant dans la somme ∑
1
NAs
de la de´finition de ζk(s) ceux




qui admet une repre´sentation comme produit eule´rien ∏E(1−NP−s)−1,
ou` ∏E indique que P parcourt tous les ide´aux premiers en dehors de E.
*
Soient maintenant M un diviseur de k, E l’ensemble des ide´aux premiers
facteurs de M, FE le groupe de tous les ide´aux de k relativement premiers a` E et
H un groupe d’ide´aux de´finissable mod M. Posons Φ= FE/H = {c1,c2, . . . ,ch}
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avec c1 = H; c’est un groupe abe´lien fini d’ordre h qui est le nombre des classes
d’ide´aux mod H. Soit Φ̂= {χ ; χ(Φ)∈C, |χ(ci)|= 1, i = 1, . . . ,h} le groupe des
caracte`res de Φ (cf. Chevalley [2] Chap.1). On sait |Φ̂|= |Φ|= h, de sorte qu’on
peut e´crire Φ̂= {χ1,χ2, . . . ,χh} ou` χ1 est le caracte`re principal (c’est-a`-dire que






h j = 1,






h i = 1
0 i = 1.
Tout ide´al A ∈ FE appartient a` une classe c ∈Φ, qu’on e´crira c(A). Pour χ ∈ Φ̂,
A ∈ FE , on posera χ(A) = χ(c(A)) et de´finira












E sont clairs d’apre`s ce qui pre´ce`de. L’e´galite´ du deuxie`me
et du troisie`me membres suit imme´diatement de χ(AB)= χ(A)χ(B) pour A,B∈
FE .
La fonction ainsi de´finie L(s,χ ,H) est aussi une des fonctions zeˆta, comme
elle se repre´sente par un produit eule´rien. Elle a e´te´ introduite par Dirichlet
pour le cas k = Q,H = Rmp∞ pour de´montrer le the´ore`me de la progression
arithme´tique. Le cas ge´ne´ral a e´te´ traite´ par Hecke [3], mais on peut en trouver
l’ide´e d’origine chez Dirichlet [1]. Remarquons que pour k = Q , χ = χ1, H =
{1}, la fonction L(s,χ ,H) coı¨ncide avec ζk(s).




Elle converge e´videmment si les |an| sont borne´s et la partie re´elle σ de s est
> 1 et y repre´sente une fonction holomorphe de s. L(s,χ ,H) en est e´videmment
une.
En prenant le logarithme de (∗∗), on obtient






















+ · · · est une se´rie de Dirichlet qui converge pour σ > 1
2
, donc
est re´gulie`re pour s = 1. Et aussi dans la se´rie ∑
χ(P)
N(P)s
la somme des termes
avec NP = p f , f ≥ 2 est re´gulie`re pour s = 1 pour la meˆme raison.
On a de´ja` vu qu’Euler a de´montre´ l’existence d’une infinite´ de nombres pre-
miers en se basant sur le comportement de la fonction ζ (s) en s = 1. Nous
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utiliserons des raisonnements de meˆme nature pour e´tablir l’existence d’une in-
finite´ d’ide´aux premiers dans diffe´rents ensembles donne´s. Pour faire ressortir
ce qui nous compte dans ces raisonnements, nous e´crivons f (s) ∼ g(s) pour
deux fonctions analytiques f (s),g(s) de´finies autour de s = 1 qui y ont le meˆme
comportement, c’est-a`-dire que la diffe´rence f (s)−g(s) reste re´gulie`re a` s = 1.










1 signifie que P parcourt seulement les ide´aux premiers de degre´ premier
en dehors de E.
Si en particulier χ = χ1, on a e´videmment
logL(s,χ1,H)∼ logζk(s)∼ log 1
s−1







ce qui assure l’existence d’une infinite´ d’ide´aux premiers de premier degre´ dans
k.
En additionnant les formules (∗∗∗) en faisant χ parcourir tous les e´le´ments
de Φ̂, on obtient
∑
χ∈ ˆΦ






en vertu des relations d’orthogonalite´.
On sait que L(s,χ,H) est une fonction entie`re pour χ = χ1. Si L(1,χ) = 0










assurant l’existence d’une infinite´ d’ide´aux premiers de premier degre´ dans H.
Si L(1,χi,H) = 0, soit νi ∈ N tel que (s− 1)−νiL(s,χi,H) = 0 pour s = 1. On
aura alors
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Quand s prend une valeur re´elle > 1 et tend vers 1, le second membre est
positif, de sorte que ∑hi=1 νi doit eˆtre ≤ 1. Donc il n’y a qu’un seul νi qui peut
eˆtre > 0, dans lequel cas les autres νi doivent eˆtre 0. Il n’y a donc que deux















Elle est 1/h si L(1,χi) = 0 pour i = 2, . . . ,h; sinon elle est 0. (Dans ce deuxie`me
cas, il n’y a qu’un seul i ∈ {2,3, . . . ,h} pour lequel L(1,χi) = 0, et pour cette
valeur de i on aura (s−1)−1L(s,χi) = 0.)
Weber a montre´ que l’existence du corps de classes pour H assure que le
deuxie`me cas ne peut avoir lieu, et Takagi a e´tabli en 1915 [2] l’existence de ce
corps de classes. (Un peu plus tard en 1917, Hecke [3] a montre´ analytiquement
L(1,χi) = 0.) Avant d’expliquer le raisonnement de Weber, nous remarquerons
que le fait L(1,χi,H) = 0, i = 2,3, . . . ,h entraıˆne aussi l’existence d’une infinite´
d’ide´aux premiers dans chaque classe c2,c2, . . . ,ch.
Soit en effet c ∈ {c1,c2, . . . ,ch}= FE/H. En multipliant par χ(c−1) chaque









χ(c−1) log L(s,χ ,H)









Tous ces re´sultats nous motivent a` de´finir la densite´ d(E ) des ide´aux pre-
miers dans un ensemble E par










Ainsi on a d(E ) = 1/h pour E ∈ {c1, . . . ,ch}, ce qu’on pourrait exprimer en dis-
ant que les ide´aux premiers sont distribue´s avec une densite´ e´gale dans chacune
des classes mod H. (Chaque ensemble avec densite´ positive contient une infinite´
d’ide´aux premiers. La densite´ ne change pas, si l’on e´limine les ide´aux premiers
de degre´ ≥ 2. Il est e´vident que E ⊃ E ′ entraıˆne d(E )≥ d(E ′).)
*
Pour faire voir que l’existence d’un corps de classes pour H entraıˆne L(1,χi,
H) = 0 pour i = 2, . . . ,h, Weber a pris le biais suivant.
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Soient K/k une extension galoisienne de degre´ n, (K : k) = n, et E1 l’ensem-
ble des ide´aux premiers de k qui se de´composent comple`tement dans K. On va







ou` ¯P parcourt les ide´aux premiers du degre´ premier de K et ¯N signifie la norme
absolue NK/Q , du comportement de ζK(s) autour de s= 1. Si l’on pose NK/k( ¯P)=
P, on a P = ∏ni=1 ¯Pσi , ou` G(K/k) = {σ1, . . . ,σn}. Le premier membre de la





, ou` P parcourt les ide´aux pre-
miers de E1 de degre´ premier et N signifie Nk/Q . On a donc d(E1) = 1/n.
Supposons maintenant l’existence du corps de classes K au sens de Weber
associe´ a` un groupe d’ide´aux H dans k. L’ensemble E1 des ide´aux premiers de k
qui se de´composent comple`tement dans K coı¨ncide alors avec l’ensemble E des
ide´aux premiers dans H. Par le meˆme raisonnement que plus haut, on a d(E ) =
1/n, ou` n = (K : k). On a vu d’autre part qu’il n’y a que deux possibilite´s pour la
valeur de d(E ): soit 1/h ou 0 selon que ∏hi=2 L(1,χi,H) = 0 ou = 0. Mais E1 =
E exclut ce deuxie`me cas, d’ou` s’ensuit d(c) = 1/h, pour c ∈ {c1,c2, . . . ,ch}.
*
A une extension galoisienne K/k de degre´ n et un module M de k, on as-
socie un groupe d’ide´aux H(K,M) de´finissable mod M de la manie`re suivante:
H(K,M) est le sousgroupe de FE ou` E = E(M), engendre´ par RM et NK/k( ¯A), ¯A
e´tant les ide´aux de K relativement premiers a` M. Chevalley a nomme´ plus tard
ce groupe H(K,M) le groupe de Takagi dans k associe´ a` K mod M. (En fait, il
avait e´te´ ainsi de´ja` envisage´ par Weber [2].) Comme on a FE ⊃H(K,M)⊃ RM,
H(K,M) a un indice fini h(K,M) dans FE , et d’apre`s ce qu’on a vu plus haut
pour les groupes d’ide´aux en ge´ne´ral, on a d(H(K,M)) = 1/h(K,M). Or, il est
e´vident que H(K,M) contient tous les ide´aux premiers (en dehors de E) qui
se de´composent comple`tement dans K. L’ensemble de ces derniers ide´aux a
e´te´ note´ E1, et on a montre´ d(E1) = 1/n, d’ou` s’ensuit 1/h(K,M) ≥ 1/n, ou
h(K,M)≤ n.
L’extension galoisienne K/k e´tant donne´e, le groupe H(K,M) et son indice
h(K,M) de´pendent du module M. Il est clair que M1|M2 entraıˆne H(K,M1) ⊃
H(K,M2) donc h(K,M1)≤ h(K,M2), ce qu’on pourrait exprimer en disant que
l’indice h(K,M) “grandit avec M.” Mais comme on a vu que cet indice est
borne´ par n = (K : k), il y a la valeur maximum de h(K,M) pour tout choix
de M, et un module M de´termine´ par K pour lequel h(K,M) “devient maxi-
mal” et H(K,M) “devient minimal.” Soit M0 le module ainsi de´termine´. On
appellera alors H(K,M0) le groupe d’ide´aux de k associe´ a` K et le notera H(K)
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ou H(K/k) parce qu’il se de´termine par K/k. Et on appellera le conducteur du
groupe H(K) = H(K/k) le conducteur de K ou de K/k.
Takagi [3] a eu l’ide´e d’introduire une nouvelle de´finition du corps de classes
associe´ a` H en affaiblissant la de´finition de Weber comme suit:
Soient H un groupe d’ide´aux dans k et K/k une extension galoisienne. On
appellera K un corps de classes associe´ a` H si H = H(K) et son indice h =
h(K) = h(K,C) ou` C est le conducteur de H, coı¨ncide avec n = n(K) = (K : k).
On a de´montre´ analytiquement qu’on a en ge´neral
(I) h(K)≤ n(K)
pour toute extension galoisienne K/k. On appelle cette ine´galite´ la premie`re
ine´galite´ et l’ine´galite´ oppose´e
(II) h(K)≥ n(K)
la deuxie`me ine´galite´ dans la (vieille) the´orie du corps de classes. Takagi a ap-
pele´ une extension galoisienne K de k un corps de classes sur k si
(III) h(K) = n(K),
c’est-a`-dire que si la deuxie`me ine´galite´ a lieu aussi. (Pour simplifier la locution,
nous nous permetterons de dire en de´pit d’une petite contravention grammati-
cale, que “K/k est un corps de classes” quand (III) a lieu pour une extension
galoisienne K/k.)
Il est e´vident qu’un corps de classes au sens de Weber l’est aussi au sens de
Takagi. Plus tard on verra que la re´ciproque est vraie, que le corps de classes
au sens de Takagi a toutes les proprie´te´s mentionne´es plus haut, et de plus que
toutes les extensions abe´liennes sont les corps de classes, et pour tout groupe
d’ide´aux donne´e H dans k, il existe un corps de classes qui lui est associe´.
D’un autre coˆte´, la me´thode analytique expose´e plus haut nous fait voir
facilement que l’existence du corps de classes associe´ a` H suffit pour la de´monst-
ration de ∏ni=2 L(1,χi,H) = 0, qui implique la positivite´ de la densite´ de toutes
les classes c1,c2, . . . ,ch mod H.
*
On voit que cette “nouvelle de´finition” du corps de classes introduite par
Takagi: l’extension K/k est corps de classes si elle est galoisienne et h(K) =
n(K), a e´te´ e´videmment motive´e par les ide´es analytiques. Un peu plus loin, on
va voir qu’une des raisons qui ont conduit Artin a` sa “loi ge´ne´rale de re´ciprocite´”
a e´te´ sa pre´occupation aux bons comportements de la “nouvelle espe`ce de se´ries
L” qui concerne aussi les ide´es analytiques, ide´es qui devront eˆtre e´limine´es
par Chevalley. On voit qu’elles ont pourtant joue´ les roˆles si importants dans la
gene`se de notre the´orie, ce qui montrera, d’un autre coˆte´, la force de l’ide´e de la
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purification conc¸ue par Chevalley. Pour encore un certain temps, je continuerai
d’expliquer ce qui a e´te´ fait par Takagi et Artin, utilisant les ide´es analytiques,
avant d’aborder de parler des propres travaux de Chevalley.
*
La “nouvelle de´finition” de Takagi facilite beaucoup l’e´tablissement de la
the´orie. D’apre`s cette de´finition, il est d’abord facile de de´montrer le the´ore`me
d’ordre: Soient H1,H2 deux groupes d’ide´aux dans k, et K1,K2 corps de classes
sur k associe´s a` H1,H2. Alors H1 ⊂ H2 et K1 ⊃ K2 s’entraıˆne mutuellement,
d’ou` s’ensuit le the´ore`me d’unicite´: Pour un groupe d’ide´aux H donne´, il n’y
a qu’un seul corps de classes K. Ce re´sultat peut se pre´ciser aise´ment comme
le the´ore`me d’intersection et de composition: Soient K1,K2 corps de classes
associe´s a` H1,H2. Alors le corps d’intersection K1∩K2 et le corps compose´ K1K2
sont corps de classes associe´s a` H1H2 (groupe d’ide´aux engendre´ par H1,H2) et
H1 ∩H2, respectivement. Et on de´montre de meˆme sans difficulte´ le the´ore`me
de translation: Soient K le corps de classes sur k associe´ a` H et k′ une extension
finie de k, H ′ le groupe d’ide´aux de k′ compose´ d’ide´aux dont les normes a` k
tombent dans H. Alors le corps compose´ K′ = k′K est corps de classes sur k′
associe´ a` H ′.
*
Takagi [3] de´montre ensuite qu’une extension cyclique K/k de degre´ premier
 est un corps de classes. Il suffit de de´montrer pour cela la deuxie`me ine´galite´
pour une extension cyclique de degre´ . Cela se fait par un calcul assez com-
plique´ des indices de divers groupes dont l’origine remonte a` Gauss qui s’en est
occupe´ dans ses Disquisitiones dans le cas ou` k = Q,  = 2. (Hilbert a repris le
meˆme calcul dans [2] Chap.3, et on retrouve cette tradition continue´e dans les
calculs cohomologiques.)
Si en particulier  est impair, le discriminant D de l’extension K/k se re´ve`le
eˆtre une (− 1)-e`me puissance d’un ide´al entier F de k, et on montre que le
conducteur de H est un diviseur de F . Et quand k contient ζ = exp(2π i/), on
sait d’apre`s Kummer que K = k( 
√
α), α ∈ k, est le corps de classes associe´ a` un
groupe d’ide´aux H dont on connait le conducteur en fonction de α . Takagi fixe
un module M de k, et compte le nombre des extensions kumme´riennes k( 
√
α)
dont les conducteurs divisent M, et trouve que ce nombre est au moins e´gal au
nombre des groupes d’ide´aux d’indice  dont les conducteurs divisent M. Ce
fait assure l’existence du corps de classes de degre´  sur un corps k contenant ζ ,
et on voit avec un petit raisonnement supple´mentaire que le conducteur de K/k
est e´gal a` F (cf. Iwasawa [4]).
Ainsi, dans le cas ou` le corps de base k contient une racine primitive -ie`me
de l’unite´ ζ , on voit que pour tout groupe d’ide´aux H d’indice , il existe un
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et un seul corps de classes K de degre´ , tel que le groupe de Takagi H(K)
coı¨ncide avec H donne´. Et il est facile d’e´liminer la condition “ζ ∈ k” en vertu
du The´ore`me de translation. Etant donne´s le corps de base k quelconque et un
nombre premier  (pair ou impair), il s’e´tablit donc qu’entre l’ensemble des
extensions cycliques K de k de degre´  et celui des groupes d’ide´aux H d’indice
 de k, il y a une bijection par la relation: K/k est corps de classes associe´ a` H,
et le groupe de Takagi H(K) coı¨ncide avec H.
Takagi de´veloppe ensuite la “the´orie des genres” en vue de ge´ne´raliser ce
re´sultat pour les extensions cycliques de degre´ ν , ν-ie`me puissance d’un nom-
bre premier ,ν = 1,2, . . .. Nous n’entrerons pas dans la description de cette
the´orie qui n’est pas simple, parce qu’on peut l’e´viter comme Herbrand a montre´
et arriver d’emble´e au meˆme re´sultat pour les extensions cycliques de degre´
quelconque (cf. Chevalley [2] Chap.I, IV), moyennant le fameux lemme de la
the´orie des groupes qui porte son nom. Puis le the´ore`me de composition permet
d’e´tendre ce re´sultat pour les extensions abe´liennes en ge´ne´ral parce celles-ci
s’obtiennent par composition des extensions cycliques.
Apre`s que Takagi a e´tabli ainsi que toutes les extensions abe´liennes sont
corps de classes (d’apre`s la “nouvelle de´finition”), il proce`de ainsi pour achever
sa the´orie.
Il commence par de´montrer le the´ore`me d’existence: Soit H un groupe d’ide´-
aux dans le corps de base k. Il existe alors une extension K de k avec les pro-
prie´te´s: (1) K/k est une extension abe´lienne dont le groupe de Galois G(K/k)
est isomorphe au groupe quotient F/H, (2) Les ensembles des ide´aux premiers
qui divisent le conducteur de H et de ceux qui sont ramifie´s dans K coı¨ncident.
Nous avons de´ja` indique´ la de´monstration de ce the´ore`me pour le cas ou`
l’indice (F : H) de H est un nombre premier . On le ge´ne´ralise pour le cas
(F : H) = ν ,ν = 1,2, . . . par recurrence sur ν , puis pour le cas ge´ne´ral par le
the´ore`me de composition. Comme K/k est une extension abe´lienne, c’est un
corps de classes au sens de Takagi par le the´ore`me d’unicite´, pour lequel on
peut utiliser le the´ore`me de composition.
Enfin on de´montre le the´ore`me de de´composition: Soit K/k le corps de
classes associe´ au groupe d’ide´aux H. Un ide´al premier P de k qui ne divise pas
le conducteur de H appartient a` une classe de FE/H ou` E signifie l’ensemble des
diviseurs premiers du conducteur de H. Alors le nombre minimal f tel que P f
tombe dans H coı¨ncide avec le degre´ relatif de l’ide´al premier ¯P de K qui divise
P : NK/k( ¯P) = P f . Il est en effet e´vident qui NK/k( ¯P) ∈ H d’apre`s la de´finition
meˆme du groupe d’ide´aux H = H(K), donc NK/k( ¯P) = P f implique P f ∈ H, et
on de´montre la re´ciproque en re´duisant au cas f = 1 en conside´rant le groupe
de de´composition de ¯P pour K/k.
La the´orie du corps de classes e´tant ainsi essentiellement e´tablie, Takagi
l’appli-que dans le dernier Chap. de [3] au 12e proble`me de Hilbert. Il est
d’abord imme´diat de voir que toute extension abe´lienne de Q est contenue
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dans un corps circulaire Q(ζm), parce que tout groupe d’ide´aux dans Q contient
le rayon Rmp∞ mod mp∞. Une solution pour le cas ou` k est un corps quadra-
tique imaginaire (ou` il s’agit donc de la the´orie classique de la multiplication
complexe) s’obtient aussi de la meˆme manie`re, mais nous nous abstiendrons
d’exposer ici les de´tails.
*
Au Congre`s International des Mathe´maticiens a` Strasbourg en 1920, Tak-
agi a donne´ un expose´ succinct de ces re´sultats et ajoute´ une question impor-
tante: Comment peut-on e´tendre cette the´orie pour les extensions galoisiennes
en ge´ne´ral? Je crois que l’essai d’Artin (voir infra p.49) d’e´tablir une the´orie des
fonctions zeˆta associe´es aux extensions galoisiennes qu’il a introduites dans [2]
comme une nouvelle espe`ce de se´ries L et dont il a donne´ un expose´ dans son
me´moire [6], ainsi qu’une the´orie des “conducteurs des extensions galoisienne”
(cf. Artin [7]), indique une possibilite´ de traiter l’arithme´tique des extensions
galoisiennes (non-abe´liennes en ge´ne´ral) des corps de nombres alge´briques en
se basant sur la the´orie du corps de classes, mais cela demeure une suggestion
encore tre`s vague. Il y a d’autre part des essais inte´ressants pour quelques cas
spe´ciaux faits par Shimura [2] et de´veloppe´s par Ihara [1] de divers coˆte´s, mais
on est encore loin de pouvoir donner une re´ponse ge´ne´rale a` cette question.
*
J’ai rapporte´ plus haut que Hilbert a pose´ comme le 9e proble`me au Congre`s
de Paris en 1900 la question de formuler et de de´montrer la loi de re´ciprocite´
pour le reste de puissance en ge´ne´ralisant la loi de re´ciprocite´ quadratique de
Gauss et que Furtwa¨ngler [1] y a donne´ une re´ponse en utilisant ses re´sultats




de reste de m-ie`me puissance est de´fini pour un entier m≥ 2, un e´le´ment
μ et un ide´al A satisfaisant a` certaines conditions dans un corps de nombres
alge´briques de degre´ fini k qui contient ζm = exp(2π i/m), de la manie`re suiv-
ante: il prend la valeur ζ νm , ν ∈ Z et on a m|ν si la congruence μ ≡ ξ m (mod A)











sous certaines conditions sur μ1,μ2. En posse´dant la
the´orie ge´ne´rale de corps de classes, Takagi [4] a re´tabli, ge´ne´ralise´ et simplifie´




de´pend seulement de la classe de F E/H a` laquelle A appartient, ou` H est
le groupe d’ide´aux de k, auquel l’extension cyclique k( m√μ) est associe´e, et E
est l’ensemble des diviseurs premiers du conducteur de H. C’est cette remarque
qui a sugge´re´ a` Artin l’ide´e de sa loi ge´ne´rale de re´ciprocite´ pour l’extension
abe´lienne K/k.
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*
Il me semble important de rappeler aussi que Artin a e´te´ conduit a` cette
ide´e de son essai d’entamer une the´orie qui ge´ne´raliserait la the´orie du corps
de classes pour les extensions galoisiennes. Dans son me´moire [2] en 1924, il
a introduit une nouvelle espe`ce de se´ries L, ge´ne´ralisant les se´ries L(s,χ ,H)








traite´es par Hecke [3] et nomme´es souvent les se´ries L de Hecke, pour un groupe
d’ide´aux H dans un corps k et un caracte`re χ du groupe des classes Φ = F E/H.
Par la the´orie du corps de classes (que nous supposons ici acheve´e) il existe
une extension abe´lienne K/k correspondant a` H telle que G(K/k) ∼= Φ, et on
peut noter L(s,χ ,K/k) au lieu de L(s,χ ,H). Artin a de´fini la se´rie L(s,χ ,K/k)
pour une extension galoisienne K/k et pour un caracte`re du groupe G(K/k) de
sorte qu’elle coı¨ncide avec celle de Hecke dans le cas ou` G(K/k) est abe´lien.
Il la de´finit comme suit: Comme G(K/k) n’est pas abe´lien en ge´ne´ral, on ne
peut pas exprimer ses caracte`res par les racines de l’unite´ comme dans le cas
abe´lien. Soit ρ une repre´sentation de G(K/k) dans le sens de Frobenius, c’est-
a`-dire un homomorphisme de G(K/k) dans le groupe ge´ne´ral line´aire de di-
mensions d sur C : GL(d,C). Un ide´al premier P de k qui ne se ramifie pas dans
K se de´compose dans la forme P = ¯P1 · · · ¯Pg dans K et les automorphismes de
Frobenius σ1, . . . ,σg de ¯P1, . . . , ¯Pg sont conjugue´s dans G(K/k). Les polynomes
det(XE−ρ(σi)), i = 1, . . . ,g
se coı¨ncident donc et ne de´pendent que de P, et de la classe de conjugaison de
ρ , dans GL(d,C), qu’on peut noter χ . On pourra donc noter A(P,χ) au lieu de





ou` E indique l’ensemble des ide´aux premiers de k qui se ramifient dans K.
Si, en particulier, χ = χ0 est le caracte`re principal, c’est-a`-dire que ρ est la
repre´sentation identique de degre´ 1, on a
L(s,χ0,K/k) = ζk(s) ∏
P∈E
(1−N(P)−s).
Ainsi L(s,χ0,K/k) coı¨ncide essentiellement avec la fonction zeˆta de Dedekind
de k, et on voit que L(s,χ,K/k) coı¨ncide avec la se´rie de Hecke dans le cas ou`
G(K/k) est abe´lien, si la loi suivante est valable:
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Soit K/k une extension abe´lienne associe´e au groupe d’ide´aux H de k. Cha-
que classe de Φ = FE/H contient un ide´al premier P et l’automorphisme de
Frobenius de P de´pend seulement de cette classe. Si l’on fait correspondre a`
chaque classe de Φ cet automorphisme de Frobenius, on obtient un isomor-
phisme de Φ sur G(K/k).
C’est cette loi qu’on appelle la loi ge´ne´rale de re´ciprocite´ d’Artin. La the´orie
de Takagi assure l’isomorphie Φ ∼= G(K/k), mais cette loi la donne explicite-
ment par l’interme´diaire de l’automorphisme de Frobenius.
Pour une extension abe´lienne K/k et un ide´al premier P de k qui ne se ramifie





l’automorphisme de Frobenius de P. En





























ne de´pend que de la classe






effectue l’isomorphisme de Φ avec G(K/k). Et pour le cas spe´cial
















On voit ainsi que cette loi couvre les the´ore`mes d’isomorphie et de de´compo-
sition de la the´orie du corps de classes de sorte qu’il suffirait de la de´montrer
avec le the´ore`me d’existence pour la re´tablir comple`tement. Mais Artin n’a pas
pu le de´montrer tout de suite. Il a montre´ seulement qu’elle est valable dans
plusieurs cas simples (en particulier pour le cas ou` K/k est une extension circu-
laire) et l’a pre´sente´ comme une conjecture qu’il est arrive´ a` de´montrer quatre
ans plus tard dans [3].
*
La loi d’Artin qu’on peut regarder comme la clef de vouˆte de notre the´orie,
concre´tise ainsi le the´ore`me d’isomorphie et pre´cise le the´ore`me de de´composi-
tion. On est tente´ de la de´montrer en utilisant et pre´cisant la de´monstration de
ces derniers the´ore`mes, mais cela ne marche pas. D’autre part, on voit facile-
ment que cette loi est valide pour les extensions circulaires. Artin a re´ussi a` la
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de´montrer en utilisant la me´thode dite du croisement avec une extension circu-
laire. Sans entrer dans les de´tails techniques, nous allons en donner une esquisse
historique.
*
Soient K/k une extension galoisienne, P un ide´al premier de K qui n’est
pas ramifie´ dans K/k et ¯P un ide´al premier de K contenant P. L’importance
de l’e´le´ment de G(K/k), qu’on appelle maintenant l’automorphisme de Frobe-
nius pour ¯P, a e´te´ releve´ par Frobenius [1], ou` il a e´mis la conjecture suiv-
ante: Soit C une classe de conjugaison de G(K/k), c’est-a`-dire C = C(g0) =
{g ∈ G(K/k);g = hg0h−1,h ∈ G(K/k)} pour un e´le´ment g0 de G(K/k). Si
l’automorphisme de Frobenius de ¯P appartient a` C, on dira pour simplifier que
P appartient a` C, parce que cette classe ne de´pend que de P. La conjecture de
Frobenius dit que la densite´ (au sens de p.44) de l’ensemble des ide´aux pre-
miers de k qui appartiennent a` C est |C|/|G(K/k)|. Frobenius a montre´ qu’elle
est valide dans plusieurs cas spe´ciaux dont on peut tirer de belles conse´quences.
C’est Tschebotareff [1] qui a de´montre´ cette conjecture, en remarquant d’ab-
ord qu’elle est vraie pour les extensions circulaires, et en montrant ensuite qu’on
peut la de´montrer dans le cas ge´ne´ral en construisant une extension circulaire
adapte´e a` la situation et en la “croisant” avec l’extension donne´e. Schreier [1] a
de´gage´ cette me´thode dans le me´moire de Tschebotareff, dont Artin a reconnu
la grande utilite´, et a re´ussi en l’employant a` e´tablir sa loi. Tout de suite apre`s la
parution du me´moire d’Artin [3], Takagi a fait un article en japonais [5] ou` il a
exprime´ son admiration pour ce beau re´sultat.
Bien que la nature de cette me´thode de croisement soit essentiellement arith-
me´tique, la de´monstration d’Artin [3] repose sur le the´ore`me de de´composition,
de´montre´ par Takagi par me´thode analytique, et il faut rappeler aussi que la
loi d’Artin avait e´te´ sugge´re´e par les nouvelles se´ries L, entite´s analytiques en
vue de re´pondre au proble`me de Takagi pour ge´ne´raliser la the´orie du corps de
classes aux extensions galoisiennes non-abe´liennes.
*
En 1931–32, Chevalley ayant termine´ ses services militaires, a obtenu une
subvention pour faire se´jour a` Hambourg ou` Artin a donne´ un cours sur la
the´orie du corps de classes avec la nouvelle de´monstration, et les simplifications
apporte´es par Herbrand, Chevalley ainsi que par Artin lui-meˆme. La de´finition
du corps de classes y a e´te´ donne´e d’apre`s Takagi, d’ou` les the´ore`mes d’ordre,
d’unicite´ etc. de´coulent comme nous avons remarque´ plus haut (p.47). Le lemme
d’Herbrand a dispense´ la the´orie des genres de Takagi et la de´monstration du
the´ore`me d’existence a e´te´ pre´sente´ en forme simplifie´e par Herbrand et Cheval-
ley (Herbrand [2]). Ensuite, les the´ore`mes du conducteur et de de´composition et
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enfin la loi d’Artin ont e´te´ de´montre´s d’apre`s les me´thodes de´couvertes quelques
anne´es d’avant.
J’ai eu la chance de suivre ce cours d’Artin a` Hambourg en meˆme temps
que Chevalley. En l’e´coutant, Chevalley a souvent eu l’ide´e pour ame´liorer la
pre´sentation qu’il m’a tout de suite communique´ ainsi qu’a` Artin, dont celui-
ci a fait part aux auditeurs au de´but de l’heure suivante chaque fois qu’il l’a
trouve´e inte´ressante. C’est pendant cette pe´riode que Chevalley a repense´ sur la
structure ge´ne´rale de cette the´orie et a eu l’ide´e de la re´organiser sur les axes
de deux concepts: celui du groupe de Takagi et celui du groupe d’Artin. Il l’a
publie´ dans sa note de CR [1], puis dans sa The`se [2] dans tous les de´tails. (Une
fois, il a meˆme pense´ qu’il aurait pu arithme´tiser ainsi toute cette the´orie, mais
il s’est aperc¸u tout de suite de ses erreurs: Tout pourrait eˆtre arithme´tise´, si l’on
pouvait de´montrer sans me´thode analytique que les extensions circulaires sont
corps de classes. Or, on avait alors encore besoin d’utiliser la me´thode d’analyse
pour e´tablir ce point. Comme nous l’avons de´ja` dit, l’arithme´tisation comple`te
a e´te´ atteinte dans ses travaux ulte´rieurs [3], [6].)
*
Comme ce volume3 contient le texte inte´gral de la The`se [2], ce serait inutile
d’en re´pe´ter le contenu et je pourrai me borner a` en esquisser les grandes lignes
et en relever quelques points importants.
Ce me´moire [2] pre´suppose la connaissance de la partie e´le´mentaire de la
the´orie alge´brique des nombres telle que nous avons explique´ plus haut, mais
expose la the´orie entie`re du corps de classes, la loi d’Artin y comprise, avec
toutes les de´monstrations de´taille´es. Chevalley y e´vite autant que possible les
me´thodes analytiques, qui ne sont utilise´es que pour de´montrer que les corps
circulaires sont corps de classes (Chap.VII).
Chevalley commence cette The`se par donner dans son Introduction un aperc¸u
historique de cette the´orie, dont on trouve une re´capitulation a` la fin (Chap.X).
Tous les re´sultats de Takagi [3], et Artin [3] se retrouvent ici (sauf, bien entendu,
l’existence d’une infinite´ d’ide´aux premiers dans chaque classe de F E/H dans
notre notation habituelle.)
*
Ainsi Chevalley a eu l’ide´e d’attacher l’importance a` ce qu’il a nomme´ le
groupe d’Artin et le groupe de Takagi de´finis comme suit: K/k e´tant une exten-
sion galoisienne, nous avons de´ja` parle´ du groupe de Takagi H(K) = H(K/k),
(et vu comment Takagi a de´fini son corps de classes par la coı¨ncidence de son in-
dice avec le degre´ d’extension.) D’autre part, nous avons vu que Hasse a de´fini le
3 see .











pour une extension abe´lienne K/k et A ∈ FE





























pour A,B ∈ FE ,









forme e´videmment un sous-
groupe de FE , (E e´tant comme d’habitude l’ensemble des ide´aux premiers de k
qui se ramifient dans K.) C’est ce sousgroupe que Chevalley appelle le groupe
d’Artin pour K/k. De´signons-le par H0 = H0(K/k). La loi d’Artin s’exprime
alors par H(K/k) = H0(K/k). C’e´tait le groupe de Takagi H(K/k) qui a joue´ le
roˆle principal dans la the´orie de Takagi. Chevalley a conc¸u l’ide´e de la recon-
struire en commenc¸ant par conside´rer le groupe d’Artin H0(K/k). Le re´sultat
fondamental de Takagi-Artin, que chaque extension abe´lienne K/k est corps de
classes, pour lequel la loi d’Artin s’applique, a e´te´ reformule´ par Chevalley en
deux the´ore`mes suivants:
The´ore`me A. K/k e´tant une extension abe´lienne, soient E l’ensemble des
ide´aux premiers de k qui se ramifient dans K et F E le groupe des ide´aux (non
nuls) de k qui sont premiers aux e´le´ments de E. Alors FE a un sousgroupe H0
avec les deux proprie´te´s: 1) Si P est un ide´al premier ∈ E, et ¯P un diviseur
premier de P dans K, on a NK/k( ¯P) = P f , ou` f est l’exposant minimal tel que
P f ∈ H0; 2) Le groupe quotient FE/H0 est isomorphe a` G(K/k).
The´ore`me B. Il existe un module M0 de k compose´ d’ide´aux premiers de E et
des places de k qui se ramifient dans K, avec les deux proprie´te´s: 1) H0 ⊃ RM0
(c’est-a`-dire que le groupe H0 mentionne´ dans le the´ore`me A contient le rayon
mod M0, de sorte que H0 peut eˆtre pris comme un groupe d’ide´aux de´finissable
mod M0); 2) M e´tant un module quelconque de k tel que M0|M, le groupe H0(M)
des ide´aux de H0 qui sont relativement premiers a` M coı¨ncide avec le groupe de
Takagi H(K/k,M) (c’est-a`-dire le sousgroupe de FE(M) engendre´ par le rayon
RM et les normes de K/k des ide´aux de K relativement premiers a` M.)
En fait, on de´montre d’abord le The´ore`me A, en faisant voir que le groupe
d’Artin H0 de´fini plus haut ont des proprie´te´s 1), 2) de ce The´ore`me, et puis on
de´montre le The´ore`me B en utilisant la me´thode de croisement. (Chap.VIII)
La de´monstration du The´ore`me A est donne´e dans le meˆme Chap.VI ou` ces
The´ore`mes sont formule´s. Il est e´vident que le groupe d’Artin H0 a la proprie´te´
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prend tout e´le´ment de G(K/k) comme valeur.
Le symbole d’Artin a d’autre part les proprie´te´s suivantes qui de´coulent tout






















; 2) Si K = K1K2 (corps compose´)













, et 3) Si k ⊂ K, k ⊂ k′ et A′ est











. A ces trois proprie´te´s du symbole d’Artin cor-
respondent les trois proprie´te´s du groupe d’Artin: 1) Si K ′ ⊂ K, on a H0(K′)⊃
H0(K), 2) Si K =K1K2, on a H0(K)=H0(K1)∩H0(K2); 3) Si K ′=Kk′,H0(K′/k′)
est le sousgroupe des ide´aux de k′ qui ne se ramifient pas dans K ′ dont les






prend toutes les valeurs de G(K/k) se rame`ne au cas ou`
G(K/k) est un groupe cyclique de degre´ qui est puissance d’un nombre premier,
en vertu du the´ore`me fondamental sur les groupes abe´liens finis.
Chevalley s’est aperc¸u que ce dernier fait s’ensuit de la “deuxie`me ine´galite´”
n ≤ h ou` n = (K : k), h = (FE : H), H e´tant le groupe de Takagi H(K/k).
Comme nous l’avons de´ja` dit, cette ine´galite´ (pour les extensions cycliques) se
de´montre arithme´tiquement (avec un calcul assez complique´). Cette de´monstra-
tion est donne´e dans le Chap.VIII avec le corollaire qu’il doit y avoir un ide´al
premier P de k qui reste premier dans K quand K/k est une extension cyclique








remplit tout le groupe G(K/k).
En citant ce re´sultat de´montre´ ulte´rieurement, Chevalley ache`ve la de´monst-
ration du The´ore`me A dans le Chap.VI.
Dans le Chap.VII sur les corps circulaires qui en fait la suite, Chevalley
de´montre moyennant ici la me´thode analytique (malgre´ lui sans doute) que les
corps circulaires sont corps de classes, c’est-a`-dire que si K = k(ζm), ζm =
exp(2π i/m), m e´tant un entier positif, le groupe d’Artin H0(K/k) coı¨ncide avec
le groupe de Takagi H(K/k) qui est de´finissable mod mp∞. Comme il est facile
de montrer H0(K/k) ⊃ Rmp∞ , et par suite H0(K/k) ⊃ H(K/k), et d’autre part
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on a h = (FE : H(K/k)) ≤ n = (K : k) = (FE : H0(K/k)) (la dernie`re e´galite´
graˆce au The´ore`me A) par la conside´ration analytique (la “premie`re ine´galite´”),
on obtient tout de suite le re´sultat.
Ce Chap.VII contient un “the´ore`me d’existence” d’un certain nombre pre-
mier dont on a besoin quand on utilise la me´thode de croisement pour de´montrer
le The´ore`me B dans le Chap.VIII. Je me permets de faire remarquer ici qu’on
atteint le meˆme but en remplac¸ant le nombre premier par la puissances d’un
nombre premier ce qui simplifie conside´rablement la de´monstration.
Plus pre´sice´ment, il s’agit du the´ore`me suivant d’arithme´tique e´le´mentaire:
Etant donne´s des entiers n, a quelconques, n ≥ 2, a ≥ 2, il existe une infinite´
de nombres premiers q tels que le plus petit exposant f pour lequel a f ≡ 1
(mod q) (c’est-a`-dire l’ordre de a dans (Z/qZ)×) soit divisible par n. On se
sert de ce the´ore`me dans la de´monstration du The´ore`me B pour le cas ou` K/k
est cyclique pour construire une extension circulaire et cyclique K ′/k telle que





pour un ide´al premier P donne´ d’avance dans
k soit divisible par n = [K : k]. Il suffira de poser K ′ = k(ζq), q e´tant un nombre
premier approprie´ dont l’existence est assure´ par ce “the´ore`me d’existence.”
Or, si l’on remplace la condition que “q soit un nombre premier” par “q soit
une puissance d’un nombre premier impair”, l’extension k(ζq)/k sera toujours
circulaire et cyclique, et cela ne causera aucun inconve´nient a` l’usage dans la
dite de´monstration du The´ore`me B. Et si l’on adoucit ainsi la condition pour q,
la de´monstration du the´ore`me e´le´mentaire pourra se faire simplement comme
suit. (cf. Iyanaga [1], [4])
Soit Φn(X) = ∏(X − ζi), ζi e´tant les racines primitives n-ie`mes de l’unite´,
le polynoˆme dit cyclotomique d’ordre n, dont le degre´ est ϕ(n). Comme n ≥
2, a ≥ 2, on a |Φn(a)| = ∏ |a− ζi| > 1, donc Φn(a) = ±1. Soit  un nombre
premier diviseur de Φn(a). Remarquons que Φn(X) est un diviseur de X n−1 =
∏n−1j=0(X − ζ j) avec ζ = exp(2π i/n) dans Z [X ]. Il y a donc un Ψn(X) ∈ Z [X ]
avec Xn−1=Φn(X)Ψn(X). On a ainsi  |Φn(a) |(an−1). Supposons μ ‖ (an−
1), c’est-a`-dire que μ |(an− 1), μ+1  |(an− 1), et posons q = μ . On a alors
an ≡ 1 (mod q). On va voir que n est exactement l’ordre de a dans (Z/qZ)×.
Soit n0 cet ordre de a. Si l’on avait n0 < n, on aurait n0 |n, q |(an0 − 1), mais
Xn0 − 1 avec n0 < n, n0 |n serait un diviseur de X n− 1 dans Z [X ] qui n’a pas
de facteur commun avec Φn(X), donc diviseur de Ψn(X), d’ou` q |Ψn(a), ce qui
serait en contradiction avec μ ‖ (an−1) = Φn(a)Ψn(a) parce que  |Φn(a). En
remplac¸ant n par n′ = np, p e´tant un nombre premier > , on verra qu’il y a
un autre q′ = ′μ ′ tel que l’ordre de a dans (Z/qZ)× soit n′ qui est divisible par
n. On aura ′ =  parce que p |n′ |ϕ(q′) = ′μ ′−1(′ −1), d’ou`  < p < ′. Ainsi
on a une infinite´ de puissances de nombres premiers distincts q,q′, . . . de sorte
que l’ordre de a dans (Z/qZ)×, (Z/q′Z)× soit divisible par n. (En particulier,
on peut trouver un q impair.)
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*
Le Chap.VIII qui contient la de´monstration du The´ore`me B constitue cer-
tainement la partie culminante de cette The`se. Il commence par la premie`re par-
tie reprenant la vieille the´orie de Gauss sur les formes quadratiques, ge´ne´ralise´e
par Takagi pour les extensions cycliques de degre´s puissances de nombres pre-
miers. On voit cette the´orie expose´e ici d’emble´e pour les extensions cycliques
de degre´s quelconques, ce qui est devenu possible graˆce au lemme d’Herbrand
de la the´orie des groupes. La “deuxie`me ine´galite´” est de´montre´e ainsi pour
les extensions cycliques. Chevalley de´montre ensuite le The´ore`me B pour les
extensions cycliques par la me´thode de croisement en utilisant le “the´ore`me
d’existence” qui vient d’eˆtre de´montre´ dans le Chap. pre´ce´dent. Je m’abstiendrai
de re´pe´ter ici l’argument tre`s inge´nieux de Chevalley clairement expose´ dans le
texte.
La ge´ne´ralisation pour les extensions abe´liennes quelconques n’offre plus
de difficulte´. Le Chapitre se termine par le “the´ore`me du genre principal.” et le
“the´ore`me de Hasse” sur les extensions cycliques et la remarque que le the´ore`me
de Kronecker affirmant que toutes les extensions abe´liennes de Q sont contenues
dans un corps circulaire est un corollaire imme´diat de notre the´orie.
*
Le Chap.IX est consacre´ a` la the´orie du corps de classes local. Dans la
the´orie du corps de classes dont nous avons parle´ jusqu’ici, toutes les places
du corps de base k sont tenues en conside´ration tandis que dans la the´orie dont
on s’occupe dans ce Chap.IX, on conside`re comme corps de base un corps
local, c’est-a`-dire la comple´tion kP de k a` une place de´termine´e P, d’ailleurs
non-archime´dienne. Il s’agit de la the´orie des extensions abe´liennes de kP. Pour
distinguer, on appelle la the´orie jusqu’ici conside´re´e la the´orie globale par oppo-
sition a` la the´orie locale traite´ dans ce Chapitre. Cette dernie`re est plus simple
que la the´orie globale, mais historiquement on l’avait de´duite comme corol-
laire de celle-ci. (Hasse [4], F. K. Schmidt [1]). Chevalley l’a fonde´e ici pour
la premie`re fois inde´pendamment de la the´orie globale, et par les moyens pure-
ment arithme´tiques.
Soit k un corps local, c’est-a`-dire kP dans la vieille notation. (Pendant que
nous parlerons du contenu du Chap.IX, nous abandonnerons cette vieille nota-
tion. De meˆme K,K′ etc. signifiront les corps locaux.)
Pour une extension finie K/k, on de´finie comme d’habitude la norme NK/k(α¯)
∈ k pour tout e´le´ment α¯ ∈ K; alors le sousensemble {NK/k(α¯); α¯ ∈ K×} de k×
forme e´videmment un sousgroupe de k×. On appelle ceci le sousgroupe de k×
associe´ a` K et le notera H(K/k) (en analogie avec le groupe de Takagi dans la
the´orie globale.) Le re´sultat de la the´orie locale peut alors s’exprimer aisni:
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Soient K/k une extension quelconque de corps local de degre´ fini n = [K : k]
et H = H(K/k) le sousgroupe de k× associe´ a` K/k. Alors H a toujours un in-
dice h = (k× : H) fini dans k×, h ≤ n et on a h = n si et seulement si K/k est
abe´lien. (Dans le cas ge´ne´ral, on a H(K/k) = H(K ′/k), ou` K′ est le corps in-
terme´diaire k⊂ K ′ ⊂ K maximal de K/k de sorte que K ′/k soit abe´lien.) Quand
on a (K : k) = n = h = (k× : H), on dit que K est le corps de classes pour H. On
voit que les deux faits: (i) K/k est abe´lien et (ii) K est le corps de classes pour
H = H(K/k) sont e´quivalents. Et on de´montre que si K1,K2 sont les corps de
classes pour H1,H2 respectivement, K1 ⊂ K2 et H1 ⊃ H2 s’entraıˆnent mutuelle-
ment (the´ore`me de comparaison) et en particulier il n’y a qu’un seul corps de
classes pour un sousgroupe donne´ de k× (the´ore`me d’unicite´). De plus, pour
chaque sousgroupe H d’indice fini de k×, il existe un corps de classes K pour H
(the´ore`me d’existence). Bref, tous les the´ore`mes de la the´orie globale trouvent
leurs homologues dans la the´orie locale dans une forme simplifie´e.
On s’est aperc¸u plus tard que le traitement cohomologique convient parti-
culie`rement pour l’exposition de cette the´orie comme Serre [1] l’a magistrale-
ment montre´, et d’un autre coˆte´ celle-ci s’exprime aussi dans le cadre de la
the´orie des groupes formels, comme Hazewinkel [1] l’a fait voir. Iwasawa a
donne´ deux versions [2], [3], e´galement merveilleuses de cette the´orie ou` il en
a montre´ en particulier les applications aux belles formules explicites de loi
de re´ciprocite´. Elle est lie´e aussi a` la the´orie du groupe de Brauer des classes
d’alge`bres, et Chevalley a eu l’ide´e de construire la the´orie globale a` partir de la
the´orie locale, en utilisant la the´orie des alge`bres. Il l’a communique´ a` Weil, qui
a expose´ la the´orie du corps de classes dans son livre [12] base´e sur cette ide´e
de Chevalley et non pas sur la the´orie cohomologique, comme c’e´tait en mode
dans les 1960, e´poque de la publication de ce livre.
*
La The`se s’ache`ve avec le Chap.X ou` les the´ore`mes d’existence et de con-
ducteur sont de´montre´s. Nous avons de´ja` dit que Chevalley avait commence´
ses publications arithme´tiques par sa note en collaboration avec Herbrand [2]
sur la de´monstration du the´ore`me d’existence, travail qui avait e´te´ le premier
pas vers l’arithme´tisation de la the´orie du corps de classes. En fait, la vieille
de´monstration s’appuyait sur l’existence d’une infinite´ des ide´aux premiers dans
chaque classe de FE/H, H e´tant un groupe d’ide´aux donne´, mais Herbrand et
Chevalley ont pu e´viter d’utiliser ce re´sultat analytique en concevant ce qu’ils
ont appele´ “les modules comple´mentaires,” dont nous parlerons tout a` l’heure.
Le the´ore`me d’existence dit que, e´tant donne´ un corps de nombres alge´bri-
ques de degre´ fini k et un groupe d’ide´aux H dans k, il existe une extension
abe´lienne K/k de sorte que le groupe de Takagi H(K/k) coı¨ncide avec H.
Pour simplifier notre expose´, e´crivons provisoirement K/k ↔ H pour sig-
nifier que K/k est l’extension abe´lienne pour laquelle H(K/k) = H, c’est-a`-
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dire que K est le corps de classes sur k associe´ a` H. D’apre`s ce que nous
savons de´ja` sur les relations entre K/k et H, on peut facilement voir par ex-
emple que si K/k ↔ H, et FE ⊃ H ′ ⊃ H, il y a un (et un seul) corps in-
terme´diaire K ′ tel que k ⊂ K ′ ⊂ K de sorte que K ′/k ↔ H ′, et si K1/k ↔ H1,
K2/k↔H2, on a (K1∩K2)/k↔H1H2 (le groupe d’ide´aux engendre´ par H1,H2)
et K1K2/k ↔ H1 ∩H2, (K1K2 est le corps compose´ de K1,K2), d’ou` s’ensuit
qu’il suffit de de´montrer le the´ore`me d’existence pour H pour lequel F E/H est
cyclique d’ordre n qui est une puissance d’un nombre premier. (Chevalley et
Herbrand l’ont de´montre´ d’emble´e pour le cas ou` FE/H est cyclique d’ordre
quelconque n.)
On peut re´duire cette de´monstration au cas ou` le corps de base k contient une
racine primitive n-ie`me de l’unite´ ζ , en vertu du lemme suivant qu’on obtient
facilement comme une application de la the´orie de Galois: Soient K ⊃ k1 ⊃ k,
K/k1 abe´lien, K/k1 ↔ H1 celui-ci e´tant un groupe d’ide´aux dans k1, et k1/k
cyclique. Si l’on a τ(A1H1) = A1H1 pour tous les ide´aux A1 de FE11 de k1 et pour
tous les e´le´ments τ de G(k1/k), K/k est abe´lien.
Pour construire une extension K/k pour H donne´ pour lequel FE/H et cy-
clique d’ordre n, on adjoint d’abord une racine primitive n-ie`me ζ a` k, pose
k1 = k(ζ ) et H1 = le groupe d’ide´aux dans k1 dont les normes a` k tombent dans
H. L’extension K1 de k1 pour lequel K1/k1 ↔ H1 donne l’extension cherche´e
K/k ↔ H,K1 = Kk1.
Supposons donc que le corps de base k contient une racine primitive n-
ie`me de l’unite´ ζ . Toute extension cyclique de k de degre´ n s’obtient alors
par l’adjonction d’une racine n-ie`me d’un e´le´ment a ∈ k : K = k( n√α), comme
Chevalley l’a montre´ dans le Chap.IV comme un corollaire du the´ore`me normi-
que de Hilbert, disant que tout e´le´ment A de l’extension cyclique K de k avec
G(K/k) = {1,σ , . . . ,σ n−1} pour lequel NK/k(A) = 1, peut se mettre sous la
forme A=B1−σ , avec B∈K. (Rappelons-nous qu’on appelle depuis le Zahlberi-
cht de Hilbert une extension kumme´rienne d’un corps k contenant une racine
primitive n-ie`me de l’unite´ ζ toute extension K de la forme k( n
√
α), α ∈ k, car
Kummer l’avait e´tudie´ dans ses recherches du proble`me de Fermat.)
Conside´rons maintenant n comme un entier≥ 2 fixe´ pour le moment. Soient
k un corps contenant une racine primitive n-ie`me de l’unite´ ζ , P une place
de k finie ou infini de k et α ∈ k. Chevalley appelle α primaire pour P si
P ne se ramifie pas dans k( n
√
α) et hyperprimaire pour P si P se de´compose
comple`tement dans k( n
√
α). Pour P infinie, ces concepts n’ont point d’inte´reˆt
que si n = 2, et dans ce cas ils s’identifient. Dans la suite, nous ne conside´rons
qu’exceptionnellement que les places finies, dans lequel cas P peut eˆtre regarde´
comme un ide´al premier de k.
Soient donc P une place finie ou un ide´al premier de k. La comple´tion de k a`
cette place, c’est-a`-dire le corps P-adique sur k se notera kP. On voit facilement
que la condition pour α , d’eˆtre hyperprimaire pour P e´quivaut a` kP( n
√
α) = kP
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et qu’il y a un nombre critique c pour α pour lequel α ≡ 1 (mod Pν ) avec ν ≥ c
garantie l’hyperprimarite´ de α pour P tandis que α ≡ 1(mod Pμ) avec μ < c
ne le garantie pas. Le module Pc avec cet exposant critique s’appelle d’apre`s
Chevalley le module d’hyperprimarite´ pour P. En ce qui concerne la primarite´
de α pour P, on voit qu’il est ne´cessaire pour α pour eˆtre primaire pour P que
son ordre pour α soit multiple de n, et si P n’est pas un diviseur de n, cette
condition est suffisante aussi.
Les deux modules M1,M2 de k sont dits comple´mentaires s’ils satisfont a`
trois conditions suivantes: 1) (M1,M2) = 1, 2) Pour tout ide´al premier P di-
visant Mi(i = 1,2), Mi est divisible aussi par le module d’hyperprimarite´ pour
P, 3) Tout ide´al premier divisant n et toute place infinie divise l’un d’eux. Re-
marquons que si l’on se donne un des M1, M2 satisfaisant a` ces conditions,
on peut toujours en trouver l’autre (d’une manie`re qui n’est ge´ne´ralement pas
unique.)
On associe a` deux modules comple´mentaires M1, M2 de k deux groupes
d’ide´aux H1, H2 et deux extensions abe´liennes K1, K2 de k de´finis comme suit.
On notera E1, E2 les ensembles des places qui divisent M1, M2 respectivement.
(On a E1∩E2 = /0 a` cause de 1) et E1∪E2 contient l’ensemble des places divisant
n et des places infinies de k selon 3)). (1) H1 est contenu dans FE1 et engendre´
par (FE1)n, le rayon RM1 et les ide´aux premiers de E2, (1′) H2 se de´finit comme
H1 en permutant les indices 1, 2, (2) K1 est le corps compose´ de toutes les
extensions kumme´riennes k( n
√
ω) de k, ou` ω parcourt tous les nombres de k×
qui sont primaires pour tout ide´al premier ne divisant pas M1, premiers a` M2 et
hyperprimaires pour tout ide´al premier diviseur de M1; (2′) K2 s’obtient de K1
par permutation de 1, 2 dans sa de´finition.
De cette de´finition se de´coule le fait que le groupe de Takagi modM1 de
K1/k : H(K1/k,M1) contient H1 et de meˆme H(K2/k,M2) ⊃ H2. On aura donc
(FEi : Hi) ≥ (FEi : H(Ki/k,Mi)) = (Ki : k), la dernie`re e´galite´ selon le re´sultat
de´ja` obtenu de la the´orie des corps de classes (i = 1,2). Par un calcul d’indices
assez complique´, on de´montre l’e´galite´ (FE1 : H1)(FE2 : H2) = (K1 : k)(K2 : k),
d’ou` l’on obtient Ki ↔ Hi, i = 1,2. Ainsi on voit que les corps de classes K1,
K2 existent pour les groupes d’ide´aux H1, H2 associe´s a` une paire de modules
comple´mentaires.
Reste a` montrer qu’on peut trouver deux modules comple´mentaires M1, M2
de sorte qu’un des groupes d’ide´aux associe´s H1, H2 soit contenu dans un groupe
d’ide´aux donne´ H, sur lequel on peut supposer que F E/H soit cyclique d’ordre
n, E e´tant l’ensemble des places divisant le conducteur de H. Pour ce faire,
on prend un ide´al premier quelconque Q dans H et pose M2 = (le module
d’hyperprimarite´ pour Q), M1 = (un module comple´mentaire a` M2) et constate
facilement que H1 est contenu dans H. Le the´ore`me d’existence s’e´tablit ainsi.
Chevalley termine sa The`se en de´montrant le the´ore`me du conducteur, af-
firmant que les diviseurs premiers, finis ou infinis, du conducteur du corps de
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classes K sont ceux qui se ramifient dans K. Il le de´montre d’abord pour le
cas ou` (K : k) est un nombre premier, auquel cas le cas ge´ne´ral est re´duit par
re´currence sur (K : k).
J’ajouterai que cette The`se a e´te´ re´dige´e pendant les vacances d’e´te´ 1932,
juste avant le Congre`s International des Mathe´maticiens a` Zurich, ou` Takagi est
venu assister. Chevalley a participe´ aussi a` ce Congre`s ou` il a fait la connaissance
personnelle de Takagi. Il lui a remis une copie de sa The`se qui a e´te´ publie´e dans
le “Journal of the Faculty of Science” de Tokyo en 1933, dans le meˆme journal
ou` le me´moire de Takagi [6] avait paru en 1920.
*
L’ide´e d’achever la de´monstration purement arithme´tique de la the´orie du
corps de classes e´tait suˆrement un sujet de pre´occupation de Chevalley meˆme
apre`s la soutenance de sa The`se. Un des e´tudiants qui suivaient le cours d’Artin
a` Hambourg en meˆme temps que nous, Nehrkorn, a` qui Chevalley avait com-
munique´ les re´sultats de sa The`se, a fait alors remarquer que le me´moire re´cent
[5] de Hasse sur la the´orie des alge`bres contient une formule exprimant la loi
d’Artin, qui servirait a` de´montrer arithme´tiquement le The´ore`me B de sa The`se.
Chevalley a pu le confirmer et publie´ ce re´sultat dans une note [3] en collab-
oration avec Nehrkorn. Ainsi on a eu la premie`re de´monstration arithme´tique
de notre the´orie en 1935, mais comme cette note ne me paraıˆt pas appartenir
au courant principal du de´veloppement d’ide´e de Chevalley, j’en parlerai tout
a` la fin de cet article (cf. infra p.78). Vers la meˆme e´poque, il a de´couvert que
cette the´orie se formule et se ge´ne´ralise dans une forme beaucoup plus e´le´gante
en introduisant une nouvelle notion, qu’il a appele´ “e´le´ment ide´al”, mais qu’on
appelle maintenant “ide`le” d’apre`s une suggestion de Hasse. Cette ide´e a e´te´
pre´sente´e dans son me´moire “Ge´ne´ralisation de la the´orie du corps de classes
pour les extensions infinies” [5].
*
Soit k un corps de nombres alge´briques de degre´ fini n = r1 + 2r2 avec
r1 conjugue´s re´els et 2r2 conjugue´s complexes. On a vu que k posse`de alors
r1 + r2 places archime´diennes dont r1 re´elles et r2 complexes, et une infinite´
de places non-archime´diennes, dont chacune correspond a` un ide´al premier P
de k. A chaque place v correspond un corps local kv; selon que v est re´elle,
complexe ou non-archime´dienne correspondant a` P, kv s’identifie avec R,C ou
le corps P-adique kP. On se rappelle qu’on a note´ eP(a) = ν ∈ Z pour a ∈ k×
si Pν ‖ (a). Si α ∈ kP, il y a une suite d’e´le´ments a1,a2, . . . ∈ k qui covergent
vers α . Si eP(a1),eP(a2), . . . → ∞, on a e´videmment α = 0; sinon cette suite
des entiers finissent par avoir la meˆme valeur qui de´finit la valeur de eP(α).
Si eP(α) = 0,α se dit une unite´ de kP, dont l’ensemble est note´ UP. Si v est
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archime´dienne, tout e´le´ment non-nul de kv s’appelle une unite´ de kv. Dans les
deux cas, l’ensemble des unite´s se note Uv. (Donc si v est non-archime´dienne et
P-adique on a Uv = UP, et si v est archime´dienne on a Uv = k×v . Il est clair que
Uv forme un groupe multiplicatif.) Ce qu’on appelle maintenant ide`le de k est
un e´le´ment (· · ·αv · · ·) du produit direct ∏v k×v ou` v parcourt toutes les places de
k, dont les composants αv sont les unite´s de kv sauf pour un nombre fini de v.
(On dit aussi: presque tous les composants sont les unite´s.) L’ensemble de tous
les ide`les de k se notera Jk. Pour deux ide`les α = (· · ·αv · · ·),β = (· · ·βv · · ·) on
de´finit le produit αβ = (· · ·αvβv · · ·). Il est clair que Jk forme un groupe multi-
plicatif. L’ensemble des ide`les dont tous les composants αv ∈Uv pour toutes les
places v, forme e´videmment un sousgroupe de Jk qui sera note´ U . Un e´le´ment
de U s’appellera unite´ de Jk.
Si a ∈ k×, on a a ∈Uv pour toutes les places archime´diennes v et eP(a) = 0
n’a lieu que pour un nombre fini d’ide´aux premiers de k qui paraissent comme
diviseurs premiers de (a). On peut donc concevoir un e´le´ment α de Jk, dont tous
les composants αv sont e´gal a` a. On l’identifiera avec a. Ainsi k× est plonge´ dans
Jk comme un sousgroupe. Les ide`les dont tous les composants soit e´gaux a` un
e´le´ment de k× s’appellent les ide`les principaux. Le sousgroupe de Jk forme´ par
ceux-ci sera nomme´ le sousgroupe principal et de´signe´ par Pk. On a e´videmment
Pk ∼= k×.
Soit F le groupe des ide´aux fractionnaires de k. A tout ide`le α ∈ Jk, on
peut faire correspondre un e´le´ment de F comme suit. Soient v1, . . . ,vλ toutes les
places pour lesquelles αvi ∈/ Uvi . Toutes ces vi sont non-archime´diennes. Soient
P1, . . . ,Pλ les ide´aux premiers correspondant a` ces places. Posons ePi(α) =
ei, i = 1, . . . ,λ et A = Pe11 · · ·Peλλ . Il est e´vident que cette application j : α → A de
Jk a` F est un homomorphisme, avec le noyau U : Jk/U ∼= F . Nous appellerons j
l’application canonique de Jk a` F .
Enfin, v e´tant une place de k, un ide`le α ∈ Jk avec αv′ = 1 pour tout v′ = v
s’appellera primaire pour v. Un tel ide`le peut s’identifier avec αv ∈ k×v . Ainsi
k×v se trouve plonge´ dans Jk.
Soit maintenant K une extension finie de k. Chaque place v de k se prolonge
a` une place v¯ de K et inversement chaque place de K est un prolongement d’une
place de k. Le corps local Kv¯ est une extension finie de kv, et ainsi le groupe
d’ide`le Jk est plonge´ dans JK .
Si σ est un isomorphisme de k a` son conjugue´ kσ , il est clair qu’a` toute
place v de k correspond une place vσ de kσ , et a` tout corps local kv correspond
un corps local kvσ , et donc enfin a` Jk le groupe d’ide`les Jkσ de kσ .
Pour une extension finie K de k, soit ˜K une extension galoisienne de k con-
tenant K avec le groupe de Galois G( ˜K/k) = {σ1, . . . ,σm}. K a alors les con-
jugue´s Kσi , i = 1, . . . ,m contenus dans ˜K, et le groupe d’ide`les JK a ses con-
jugue´s JKσi , contenus dans J ˜K . On peut multiplier un ide`le α¯ ∈ JK avec ses
conjugue´s α¯σi dans J
˜K . Le produit ∏mi=1 α¯σi est un ide`le de J ˜K invariant par
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σi, i = 1, . . . ,m, qui s’identifie, comme il est facile a` voir, avec un ide`le α de Jk.
On appelle cet ide`le α la norme (relative) de α¯ ∈ JK a` Jk et e´crit α = NK/k(α¯).
Il est clair que l’application NK/k ainsi de´finie donne un homomorphisme de JK
a` Jk.
Si, de plus, α¯ ∈PK , on voit imme´diatement NK/kα¯ ∈Pk, de sorte que NK/k ap-
plique JK/PK homomorphiquement dans Jk/Pk. On appelle les e´le´ment de Jk/Pk
les classes d’ide`les, et le groupe quotient Jk/Pk le groupe des classes d’ide`les
de k. On le de´signe par Ck. Il est clair que CK est applique´ homomorphiquement
dans Ck par NK/k.
Le “the´ore`me re´ciproque” de la the´orie du corps de classes (cf. supra p.38)
s’e´nonce alors comme suit:
Si K/k est une extension abe´lienne, on a
Jk/PkNK/k(JK) =Ck/NK/k(CK)∼= Gal(K/k)
et une place v de k ne se ramifie pas dans K si et seulement si Uv ⊆ PkNK/k(JK).
Ainsi on peut e´viter la difficile terminologie des groupes d’ide´aux avec les
modules de de´finition dans cette e´le´gante formulation ide´lique.
*
Pour formuler le “the´ore`me d’existence” il faut tenir compte de la topologie
de JK . Les corps locaux kv sont des espaces me´trise´s par la distance d(a,b) =
ϕ(a− b), donc topologique, Hausdorff et localement compacts, comme il est
facile a` constater. Le groupe abe´lien d’ide`le Jk forme un sousespace de ∏v kv
muni de la toplogie de l’espace produit et on voit sans difficulte´ que Jk est un
groupe abe´lien, localement compact sur lequel la the´orie de dualite´ d’apre`s Pon-
trjagin est valable (cf. Pontrjagin [1]). On voit que Pk est un sousgroupe ferme´
de Jk et donc Ck = Jk/Pk est aussi un groupe abe´lien localement comapct.
Soit maintenant K/k une extension abe´lienne de degre´ fini n. On voit alors
que PkNK/k(JK) et NK/k(CK) sont les sousgroupes ferme´s de Jk et de Ck d’un
indice fini n, respectivement. Le “the´ore`me d’existence” dit que “la re´ciproque
est vraie ” dans le sens suivant:
Soit H un sousgroupe ferme´ d’indice fini n de Jk, ou bien un sousgroupe
ferme´ d’indice fini n de Ck. Alors il y a une extension abe´lienne K/k de degre´





On a vu que la loi ge´ne´rale de re´ciprocite´ d’Artin dans la formulation clas-
sique explicite l’isomorphie entre G(K/k) et F/H : C e´tant le conducteur de
K/k, H contient le rayon RC modulo C, et a` tout ide´al A relativement premier
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dont la valeur dans G(K/k) ne







Pour la formulation ide´lique de cette loi, Chevalley conside`re encore les con-
gruences entre les ide`les modulo les diviseurs M = Pe11 · · ·P
eg
g dans son me´moire
[5] de 1936: on a α ≡ β (mod M) pour deux ide`les α ,β ∈ Jk si et seulement
si ePi(αβ−1− 1) ≥ ei si Pi est non-archime´dienne et αβ−1 est positif dans kv
si Pi est archime´dienne correspondant a` kv re´el (et ei = 1). Soit C le conducteur
de K/k. On voit alors facilement que tout ide`le α ∈ Jk se met sous la forme





ne de´pend pas de
la de´composition de α en aα1 (ou` j de´signe l’application canonique de Jk a`










et constate que ce symbole explicite
l’isomorphisme de Jk/PkNK/k(JK) avec G(K/k) et que le diagramme suivant est













ou` θ ′ : JK −→ JK ′ est l’application naturelle, θ : G(K/k)−→G(K ′/k) l’applica-
tion usuelle et α ′ = θ ′(α).
*
Dans ce me´moire [5], Chevalley avait pour but de ge´ne´raliser la the´orie du
corps de classes pour les extensions infinies, comme le titre indique. Pour cela,
il faut utiliser la the´orie de Galois pour les extensions infinies, e´tablie par Krull
[1] vers la fin des 1920 moyennant l’ide´e des groupes topologiques, comme on
l’expliquera ci-dessous par la notion de la limite projective (ou inverse). (cf.
Eilenberg–Steenrod [1] Chap.XIII)
Soit ¯k une cloˆture alge´brique de k et ¯ka la re´union de toutes les extensions
abe´liennes de k contenues dans ¯k. On appellera ¯ka une cloˆture abe´lienne de k.
Toute extension abe´lienne finie K de k, jusqu’ici conside´re´e, s’identifie avec
une extension interme´diaire entre ¯ka et k. La the´orie du corps de classes, la
loi ge´ne´rale de re´ciprocite´ en particulier, donne une isomorphie explicite entre
G(K/k) et Jk/PkNK/k(JK) ou Ck/NK/k(CK), ces derniers construits a` l’inte´rieur
du corps de base k. ¯ka e´tant e´videmment une extension galoisienne de k, une
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explicitation de l’isomorphie de G( ¯ka/k) avec une structure inte´rieure conven-
ablement de´finie dans k e´tablierait d’un seul coup la the´orie entie`re du corps de
classes sur k.
Pour expliquer comment Chevalley l’a montre´, re´capitulons d’abord la the´o-
rie des syste`mes inductifs ou projectifs et des limites inductives ou projectives.
*
Soit I un ensemble dirige´, c’est-a`-dire un ensemble partiellement ordonne´
par ≤ de sorte que pour tout couple i, j ∈ I, il y ait un  ∈ I tel que i≤ , j ≤ .
Supposons qu’il y ait un ensemble de structures du meˆme type (par exemple:
groupes, corps, espaces topologiques, etc.) indexe´es par I de telle sorte qu’il y
ait un morphisme ϕi j : Ai →A j (ou ϕi j : A j →Ai) tel que ϕii = idAi et ϕ jlϕi j =ϕil
(ou ϕi jϕ jl = ϕil) si i ≤ j ≤ l. On dit alors que (I,Ai,ϕi j) constitue un syste`me
inductif (ou syste`me projectif), et on de´finit la limite inductive lim−→Ai (ou la limite
projective lim←−Ai) comme suit:
Soit A la somme directe
∐
i Ai (ou le produit direct ∏i Ai). La limite in-
ductive lim−→Ai (ou la limite projective lim←−Ai) est le quotient de A par rapport
a` l’e´quivalence ai ∼ a j ou` ai ∈ Ai,a j ∈ A j et ϕi(ai) = ϕ j(a j) pour un  ∈ I tel
que i ≤ , j ≤  (ou le sous-ensemble {(. . . ,a j, . . .) ∈ A;ϕ j(a) = a j si j ≤ }
de A). Pour chaque j ∈ I, il y a alors une application ϕ j : A j → lim−→Ai (ou
ϕ j : lim←−Ai → A j) de´finie par l’injection A j → A (ou la projection A→ A j). On a
alors e´videmment ϕ jϕi j = ϕi (ou ϕi jϕ j = ϕi).
Supposons que Ai soient espaces topologiques de Hausdorff. A est alors muni
de la topologie du produit direct qui induit une topologie a` son sous-espace
lim−→Ai (ou lim←−Ai). On voit que lim−→Ai (ou lim←−Ai) est ferme´ dans A, en supposant
bien entendu que ϕi j (ou` ϕ ji) soient continues.
Supposons maintenant que Ai soient finis avec topologie discre`te. A est alors
discret (ou compact), donc lim−→Ai (ou lim←−Ai) l’est aussi. Il est facile a` voir que
lim←−Ai n’est pas vide et qu’il est totalement discontinu. La limite projective des
structures finies s’appelle profinie; en particulier, la limite projective des groupes
finis s’appelle le groupe profini. Celui-ci est compact et totalement discontinu
comme on l’a vu, et on montre re´ciproquement que tout groupe compact et
totalement discontinu est un groupe profini.
Retournons maintenant a` nos extensions galoisiennes infinies ¯k et ¯ka d’un
corps de nombres alge´briques k. Ces extensions peuvent eˆtre e´videmment con-
side´re´es comme les limites inductives des extensions alge´briques ou abe´liennes
finies ki de k contenues dans ¯k ou ¯ka. Comme le syste`me indexant, on peut
choisir {ki} et comme ϕi j : ki → k j les injections canoniques de ki dans k j ⊃ ki.
Les groupes de Galois G(¯k/k) et G(¯ka/k) se de´finissent alors comme les lim-
ites projectives lim←−G(ki/k) des syste`mes projectifs G(ki/k) avec les syste`mes
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indexants {ki} comme auparavant avec ki ⊂ ¯k, ki/k galoisienne, ou ⊂ ¯ka, et
ϕi j : G(k j/k)→ G(ki/k) pour ki ⊂ k j, projections canoniques des groupes de
Galois. G(¯k/k) et G(¯ka/k) sont donc les groupes profinis dont chaque sous-
groupe ferme´ stabilise un corps interme´diaire ki de ¯k/k ou de ¯ka/k, de degre´ fini
sur k, respectivement.






= σ pour tous les ki avec lim−→ki =




∈ G(ki/k),σ jσ−1i pour j > i laisse invariant en vertu de la commuta-
tivite´ du diagramme (∗), tout e´le´ment le ki, et donc σi, converge a` un e´le´ment





= σ . On montre que l’application





est surjective et applique Jk/Dk
a` G(¯ka/k) ou` Dk = Ker ψ . Il se re´ve`le que Dk coı¨ncide avec la composante con-
nexe de Jk autour de 1, de sorte que le re´sultat essentiel de la the´orie du corps






= σ e´tablit une isomorphie topologique entre Jk/Dk et
le groupe de Galois G(¯ka/k). Si K est une extension abe´lienne de k de degre´
fini, il s’identifie avec un corps interme´diaire de ¯ka/k et le groupe HK/k =





∈G(¯ka/K) et inversement le






L’extension abe´lienne K de k et le sousgroupe ferme´ HK/k interme´diaire de
Jk/Dk se de´finissent ainsi mutuellement. On a de plus un the´ore`me d’existence:
Le famille des groupes HK/k pour les diverses extensions abe´liennes K de k
coı¨ncide avec la famille des sousgroupes ferme´s de Jk contenant Dk.
C’est avec ces the´ore`mes que Chevalley conclut son me´moire [5] de 1936.
*
Chevalley donne une de´monstration arithme´tique de ces re´sultats dans son
me´moire [6] de 1940. Il le fait en utilisant la the´orie de la dualite´ des groupes
abe´liens localement compacts, c’est-a`-dire celle des caracte`res de ces groupes
selon Pontrjagin (cf. Pontrjagin [1]). Rappelons en d’abord quelques faits fon-
damentaux.
Le caracte`re χ d’un groupe abe´lien G est une application homomorphe de
G dans le groupe multiplicatif Γ des nombres complexes de valeur absolue 1;
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χ : G→ Γ. L’ensemble de ces caracte`res forme un groupe abe´lien Ĝ, dit groupe
dual de G. Quand G est un groupe topologique, on suppose χ continus et que
Ĝ est muni de la topologie de la convergence compacte. Si G est un groupe
(abe´lien) localement compact, le groupe dual Ĝ l’est aussi, et on montre que G
est ̂̂G sont canoniquement isomorphes comme groupes topologiques.
Soit k un corps de nombres alge´briques et ¯ka une cloˆture abe´lienne de k
comme auparavant et G = G(¯ka/k). G est alors un groupe abe´lien profini, donc
compact et totalement discontinu, auquel s’applique la the´orie de Pontrjagin, et
on voit de plus que tout caracte`re χ ∈ Ĝ est d’ordre fini.
Soit χ ∈ Ĝ. Le sousgroupe Gχ de G de´fini par Gχ = {σ ∈ G ; χ(σ) = 1}
est un sousgroupe ferme´ d’indice fini de G auquel correspond un corps in-
terme´diaire kχ de ¯ka/k. Le groupe de Galois G(kχ/k) est alors isomorphe au
G/Gχ qui s’applique isomorphiquement par χ sur un sousgroupe fini, donc cy-
clique de Γ. Ainsi kχ/k est une extension finie cyclique. Inversement, toute ex-
tension finie cyclique de k s’exprime e´videmment comme kχ avec χ ∈ Ĝ.
Conside´rons maintenant une extension finie K/k. Une cloˆture abe´lienne ¯Ka
de K contient alors ¯ka et K, et tout e´le´ment σ¯ de G( ¯Ka/K) applique´ sur les
e´le´ments de ¯ka donne un e´le´ment σ de G(¯ka/k). Cette application σ¯ → σ de
G( ¯Ka/K) a` G(¯ka/k) qui est e´videmment un homomorphisme continu, sera note´e
ΨK/k : G( ¯Ka/K)→ G(¯ka/k). Soit χ un caracte`re de G(¯ka/k), c’est-a`-dire un
e´le´ment de Ĝ(¯ka/k). χ induit alors un caracte`re χ¯ de G( ¯Ka/K), qui fait corre-
spondre a` σ¯ ∈ G( ¯Ka/K), χ¯(σ¯) = χ(σ) ou` σ = ΨK/k(σ¯). L’application χ → χ¯
de Ĝ(¯ka/k) a` Ĝ( ¯Ka/K) est e´videmment aussi un homomorphisme continu qu’on
notera Φk/K . Si on a k ⊂ K1 ⊂ K, il est clair qu’on a Φk/K = ΦK1/K(Φk/K1).
(Chevalley [6] note Nk/K au lieu de Φk/K .)
Dans le §3 du me´moire [6], Chevalley de´finit comme suit une “topologie
multiplicative” pour le groupe Jk des ide`les de k.
Soient E un ensemble fini des places de k archime´diennes ou non-archime´di-
ennes, et n un entier positif. On notera JE,nk le sous-ensemble de Jk qui se com-
pose des ide`les α satisfaisant aux conditions suivantes: 1) si v ∈/ E, αv est une
unite´ de kv, 2) si v ∈ E, on distingue trois cas: 2.1) si v est archime´dienne et
re´elle, αv > 0; 2.2) si v est archime´dienne et complexe, on n’impose aucune
condition a` αv; 2.3) si v est non-archime´dienne, il faut qu’on ait αv ∈ (k×v )n.




k = {αn;α ∈ Jk} et ou` E,n
parcourent tous les ensembles finis des places de k et tous les entiers positifs,
respectivement, constituent une famille fondamentale des voisinages d’une topo-
logie (d’ailleurs non se´pare´e) de Jk, pour laquelle l’application (α ,β )→ αβ−1
de Jk× Jk a` Jk est continue. Dans le me´moire, Chevalley a conside´re´ Jk comme
un groupe topologique munie de cette topologie [6]. Alors tout marche bien
comme indique´ dans ce me´moire, mais on s’est aperc¸u plus tard qu’il vaut mieux
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remplacer cette topologie par celle qui est de´finie en p.62. Nous regarderons
dore´navant Jk muni de cette dernie`re topologie.
Si en particulier, K/k est une extension finie, l’application NK/k de JK a` Jk
dont on a parle´ plus haut, sera alors une application continue.
Soit maintenant a ∈ k×. Pour chaque place v de k, on de´finit wv(a) comme
suit: si v est archime´dienne et re´elle, on pose wv(a)= |Iv(a)| ou` Iv est l’isomorphi-
sme de k au corps conjugue´ re´el de k correspondant a` v; si v est archime´dienne
et complexe, il y a deux corps conjugue´s complexes de k qui lui correspon-
dent, donc deux isomorphismes Iv, I′v de k a` ces corps; on pose alors wv(a) =
|Iv(a) · I′v(a)|= |Iv(a)|2; si v est non-archime´dienne et correspond a` P, on posera










ou` v parcourt toutes les places de k.
Moyennant ces valeurs de wv(a), on peut de´montrer le re´sultat suivant:
Etant donne´s un a ∈ k× et les nombres positifs cv > 0 pour chaque place v
de k tels que 1) cv = 1 pour presque tous les v, 2) cv = wv(a) pour toutes les
v non-archime´diennes et 3) ∏v cv ≥ |Dk|1/2 ou` Dk est le discriminant de k, il
existe un a′ ∈ k× satisfaisant a` toutes les ine´galite´s wv(a′)≤ cv.
Il est facile de voir qu’il n’existe qu’un nombre fini de a ′ ∈ k× satisfaisant a`
ces ine´galite´s, et ce re´sultat entraıˆne les corollaires: (1) Si E est un ensemble fini
de places contenant toutes les places archime´diennes, PkJE,1k est d’indice fini
dans Jk, et (2) Il existe un ensemble fini F de places de k tel que PkJF,1k = Jk.
Ecrivons PEk = Pk ∩ JE,1k et supposons que E consiste de h + 1 places et
contient toutes les places archime´diennes de k. En utilisant les meˆmes argu-
ments que pour de´montrer le the´ore`me de Dirichlet sur la structure du groupe
des unite´s de corps de nombres alge´briques, on montre qu’on peut faire corre-
spondre un nombre εv ∈ PEk a` chaque place v ∈ E de sorte qu’on ait wv′(εv) < 1
pour tout v′ = v et qu’ils engendrent un sousgroupe d’indice fini de PEk , et tels
qu’aucun sous-ensemble de h de ces nombres ne soit lie´ par une relation mul-
tiplicative, c’est-a`-dire que si vi, i = 1,2, . . . ,h sont h places quelconques de E,
une relation de la forme εν1v1 · · ·ενhvh = 1, ν1, . . . ,νh ∈ Z entraıˆne ne´cessairement
ν1 = · · · = νh = 0. Il s’ensuit de la` que PEk est un produit direct d’un groupe
abe´lien fini et d’un groupe abe´lien libre a` h+1 ge´ne´rateurs. Comme on sait que
les e´le´ments d’ordres finis de PEk sont les racines de l’unite´ de k, on voit que
l’indice de (PEk )n dans PEk est nh+1, si k contient une racine primitive n-ie`me de
l’unite´.
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Chevalley appelle une diffe´rentielle de k un e´le´ment de Ĵk, groupe dual de Jk,
qui est identiquement e´gal a` 1 sur Pk et d’ordre fini. Elles forment e´videmment
un groupe multiplicatif qu’on notera Dk.
Un e´le´ment ψ de Ĵk qui n’est pas identiquement e´gal a` 1 sur le groupe Uv des
unite´s de k∗v est dit ramifie´ a` v. Pour un ψ ∈ Ĵk donne´, on notera ψv l’e´le´ment
de Ĵk qui s’identifie avec ψ sur k∗v et est e´gal a` 1 sur tous les k∗v′ , pour v′ =
v, et l’appellera la v-coordonne´e de ψ . Comme il n’y a qu’un nombre fini de
places ou` ψ est ramifie´, on peut de´montrer qu’une diffe´rentielle est entie`rement
de´termine´e par la donne´e de presque toutes ses coordonne´es.
Conside´rons maintenant une extension finie K/k. Soient ϕ une diffe´renti-
elle de k, et α¯ ∈ ĴK . Alors ϕ¯(α¯) de´fini par ϕ(NK/k(α¯)) est e´videmment une
diffe´rentielle de K qu’on notera Φk/K(ϕ). Si on a k⊂K1 ⊂K, il est clair qu’on a
Φk/K = Φk1/K(Φk/K1). Et si τ est un isomorphisme de K a` l’un de ses conjugue´s
Kτ , il est clair aussi que l’application ϕ¯τ : J
¯Kτ → Γ de´finie par ϕ¯τ(α¯τ) = ϕ¯(α¯)
est une diffe´rentielle de Kτ , et l’application ϕ¯ → ϕ¯τ e´tablit un isomorphisme de
DK a` DKτ .
Moyennant ces de´finitions et ces notations, les the´ore`mes centraux de la
the´orie du corps de classes s’e´noncent ainsi:
k e´tant un corps de nombres alge´briques de degre´ fini, il existe un isomor-
phisme Φk du groupe de caracte`res Ĝ du groupe de Galois G = G(¯ka/k) de la
cloˆture abe´lienne ¯ka sur k au groupe Dk des diffe´rentielles de k, jouissant des
proprie´te´s suivantes:
I. Si K/k est une extension finie, on a
ΦK(Φk/K(χ)) = Φk/K(Φk(χ)).
II. Si τ est un isomorphisme de K a` l’un de ses conjugue´s Kτ sur k, on a
ΦKτ (χτ) = (ΦK(χ))τ .
III. Les places de ramification de χ ∈ Ĝ et de Φk(χ) sont les meˆmes. (On dit
qu’un e´le´ment de Ĝ est ramifie´ a` la place v de k si v est ramifie´ dans Zχ .)
La proprie´te´ I montre qu’on a ϕ(NZχ/k(α¯)) = 1 pour tout ide`le α¯ de Zχ si
ϕ =Φk(χ). Si Z/k est une extension abe´lienne, on dira donc qu’une diffe´rentielle
ϕ ∈Dk est associe´e a` l’extension abe´lienne Z de k si ϕ(NZ/k(α¯)) = 1 pour tout
ide`le α¯ de Z. Une telle extension Z e´tant donne´e, les diffe´rentielles qui y sont
associe´es forment un groupe. Si Z/k est cycliques, on montre que les ordres
des groupes des diffe´rentielles qui y sont associe´es sont multiples de (Z : k).
Ceci correspond a` ce qu’on a appele´ plus haut la premie`re ine´galite´ de notre
the´orie. On montre aussi que l’ordre du groupe des diffe´rentielles associe´es a`
une extension abe´lienne finie quelconque Z/k est au plus e´gal a` (Z : k), ce qui
correspond a` la deuxie`me ine´galite´. Dans la the´orie classique, on a de´montre´
la premie`re ine´galite´ par une me´thode analytique, puis la deuxie`me ine´galite´
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par une me´thode arithme´tique dont l’origine remonte a` Gauss. Dans la nouvelle
de´monstration dans ce me´moire, on de´montre d’abord la “deuxie`me ine´galite´”
par une me´thode qui est essentiellement la meˆme qu’auparavant et ensuite la
“premie`re ine´galite´” en employant le re´sultat de la “deuxie`me ine´galite´”. Tout
se fait ici arithme´tiquement.
Dans la de´monstration des the´ore`mes centraux, on utilise les caracte`res lo-
caux non ramifie´s (∗,χ)v de´finis comme suit: On se donne un corps de nombres
alge´briques de degre´ fini k une fois pour toutes et ne l’explicitera plus chaque
fois. Soit v une place non-archime´dienne et χ ∈ Ĝ ou` G = G(¯ka/k). On suppose
que χ est non ramifie´ a` v. Zχ est alors une extension cyclique de k et G(Zχ/k)
contient un e´le´ment, dit substitution de Frobenius (Zχ/k)v attache´e a` v, satis-
faisant a`
(Zχ/k)vθ ≡ θ nv (mod v)
ou` nv est la norme absolue de v et θ est un entier quelconque de Zχ . On posera
(α ,χ)v = χ(Zχ/k)νv
pour α ∈ Jk, ou` ν est l’ordre de α pour v. On e´crira (∗,χ)v avec le signe ∗ pour
indiquer la position de la variable α ∈ Jk. Ceci est e´videmment un caracte`re
local non ramifie´ de Jk, qui engendre le groupe de de´composition de v pour
Zχ/k, dont l’ordre est donc e´gal a` l’ordre de ce groupe. On constate de plus les
formules:
(α ,χχ ′)v = (α ,χ)v(α ,χ ′)v,
(α ,χτ)vτ = (α ,χ)v,
ou` τ est un isomorphisme de k avec l’un de ses conjugue´s. Et si K/k est une
extension finie, et α¯ ∈ JK , on a
(NK/kα¯ ,χ)v = ∏¯
v
(α¯,Φk/Kχ)v¯
ou` v¯ parcourt les places de K sur v.
Dans la dernie`re e´tape de de´monstration, on emploie comme dans les de´mon-
strations ante´rieures la “me´thode de croisement” avec les corps circulaires.
On dit qu’un caracte`re χ est circulaire, si l’extension Zχ/k est contenue
dans k(ζ )/k ou` ζ est une racine de l’unite´ dont l’ordre sera note´ m. Soit E
l’ensemble de toutes les places archime´diennes et des places ou` m est ramifie´.
Si n est l’ordre de χ et a (∈ K) appartient a` tous les (kv)n ou` v∈ E, on de´montre





En vertu de cette belle formule, on peut construire une diffe´rentielle ϕχ de k
pour un χ circulaire: Pour α ∈ Jk, on peut trouver un “nombre auxiliaire” b∈ k∗




La formule de produit assure que le second membre ne de´pend pas du choix de
b, et la fonction ϕχ(α) ainsi de´finie est effectivement une diffe´rentielle associe´e
a` Zχ/k. Elle est caracte´rise´e par les proprie´te´s suivantes:
I. L’application χ → ϕχ est un homomorphisme (injectif) du groupe des
caracte`res circulaires dans Dk.
II. K/k e´tant une extension finie, χ un caracte`re circulaire de G(¯ka/k), on a
ϕΦk/K(χ) = Φk/K(ϕχ).
(Φk/K(χ) est un caracte`re circulaire de G( ¯Ka/K).)
Pour assurer la possibilite´ de “croisement” on a encore besoin du lemme
suivant (qui e´quivaut au “the´ore`me d’existence” dans le Chap.VII de la The`se
[2] de Chevalley. Cf. supra p.58):
Soient v une place non archime´dienne de k, n un entier positif, K/k une
extension finie. Il existe alors un caracte`re circulaire χ de G(¯ka/k) non ramifie´
en v tel que (∗,χ)v soit d’ordre n et Zχ ∩K = k.
Apre`s ces pre´paratifs, on construit comme suit l’isomorphisme cherche´ Φk :
Ĝ→Dk, ou` G = G(¯ka/k) et Dk est le groupe des diffe´rentielles de k.
On utilisera la locution suivante: Les e´le´ments χ ,χ ′, . . . de Ĝ seront dits
inde´pen-dants si χν χ ′ν ′ · · · = 1, ν ,ν ′, . . . ∈ Z entraıˆne ν = ν ′ = · · · = 0. Si
Zχ/k,Zχ ′/k, . . . sont les extensions associe´es correspondantes, l’inde´pendance
de χ ,χ ′, . . . signifie que l’intersection de chacun des corps Zχ ,Zχ ′ . . . avec le
corps compose´ de tous les autres corps se re´duit a` k.
Soit χ ∈ Ĝ d’ordre n, et ϕ ∈Dk associe´ a` Zχ/k. Soit χ ′ un caracte`re circulaire
de G, inde´pendant de χ , dont l’ordre est un multiple de n, et ϕ ′ ∈Dk associe´ a` χ ′,
et posons K ′ = Zχχ ′a ou` a est un entier. L’extension K ′Zχ/K′ est alors cyclique
et circulaire. La diffe´rentielle associe´e a` Φk/K ′(χ ′−a) est alors Φk/K ′(ϕ ′−a) et
comme Φk/K ′(ϕ) est une diffe´rentielle associe´e a` ZχK′/K′, il existe un entier
b tel que Φk/K ′(ϕ) = Φk/K ′(ϕ ′b). On va montrer qu’il existe un entier c tel que
b≡ ac(mod n).
On introduit pour cela un e´le´ment χ ′′ de Ĝ, dont l’ordre est un multiple
de n tel que χ ,χ ′,χ ′′ soient inde´pendants. Posons K ′′ = Zχχ ′′ et soit ϕ ′′ la
diffe´rentielle associe´e a` χ ′′. On voit comme tout a` l’heure qu’il y a un entier
c tel qu’on ait Φk/K ′′(ϕ) = Φk/K ′′(ϕ ′′c).
On conside`re l’extension K ′K′′/K′′ a` laquelle Φk/K ′′(ϕϕ ′−a) = Φk/K ′′(ϕ ′′c
ϕ ′−a) est associe´e, comme la diffe´rentielle ϕϕ ′−a est associe´e a` K′′/k. Mais
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Φk/K ′′(ϕ ′′
cϕ ′−a) est la diffe´rentielle associe´e au caracte`re circulaire Φk/K ′′(χ ′′c
χ ′−a). D’autre part, le caracte`re circulaire Φk/K ′′(χχ ′a) = Φk/K ′′(χ ′′−1χ ′−a) est
un caracte`re primitif du groupe de Galois G(K ′K′′/K′′), donc Φk/K ′′(χ ′′cχ ′−a)
se met sous la forme Φk/K ′′(χ ′′−1χ ′−a)x de sorte que
χ ′′cχ ′−a = (χ ′′−1χ ′−a)x(χχ ′′)y
d’ou` l’on tire b≡ ac(mod n).
Soit maintenant v une place non-archime´dienne non ramifie´e dans Z. D’apre`s
ce qu’on a vu, il y a un caracte`re circulaire χ de G tel que ϕ ′v soit un caracte`re
non-ramifie´ d’ordre n, de sorte que (∗,χ)v est aussi un caracte`re non-ramifie´
de k∗v dont l’ordre est un multiple de n. (∗,χ)v pourra donc se mettre sous la
forme (ϕ ′v)c, c∈ Z . On aura donc (∗,χχ ′c)v = 1 et par suite K ′kv = kv, ϕv = ϕ ′av .
Comme on a d’autre part a≡ bc(mod n) on obtient ϕv = (∗,χ ′)−av = (∗,χ ′)bcv =
(∗,χ ′)b.
Si l’on convient de dire que b est un entier coordonne´ a` la diffe´rentielle ϕ as-
socie´e a` Zχ/k, lorsque pour presque toutes les places non-archime´diennes non-
ramifie´es dans Zχ on a ϕv = (∗,χ)b, on voit que les deux diffe´rentielles ϕ ,ϕ1
associe´es a` Zχ coı¨ncident de`s que leurs coordonne´s coı¨ncident mod n. Comme
il y a n diffe´rentielles distinctes associe´es a` Zχ , il y en a une et une seule a` laque-
lle 1 mod n soit coordonne´. C’est celle-ci qu’on appellera la diffe´rentielle as-
socie´e a` χ et notera ϕχ . Et on montre finalement que l’application Φk : Ĝ→Dk
donne´e par χ → ϕχ a toutes les proprie´te´s requises, en particulier la surjectivite´:
ϕ e´tant un e´le´ment quelconque de Dk, il existe un χ tel que ϕ = ϕχ , impliquant
le the´ore`me d’existence du corps de classes.
Ainsi s’ache`ve le me´moire [6] de 1940, dans lequel Chevalley donne un
expose´ complet de la the´orie du corps de classes dans sa nouvelle formulation
extreˆmement e´le´gante, avec une de´monstration purement arithme´tique. C’est
bien suˆr un de ses travaux les plus importants de Chevalley, et on pourrait dire
que cette the´orie a enfin trouve´ sa formulation de´finitive. Mais on ne peut pas
dire qu’elle a cesse´ de se de´velopper apre`s ce me´moire.
*
Le de´veloppement le plus remarquable, surtout du point de vue me´thodolo-
gique, serait sans doute vu dans la reconstruction de notre the´orie dans le cadre
de la the´orie cohomologique dans les 1950 dont Chevalley a donne´ un expose´
dans ses lec¸ons a` Nagoya [8]. Comme M. Tate voudra bien en parler dans
l’article suivant4 , je me limiterai a` ajouter quatre ensembles de remarques avant
de terminer mon Introduction.
4 see .
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(1) Il est naturel que la notion d’ide`le introduite par Chevalley et utilise´e par
lui avec un tel succe`s ait attire´ l’attention des mathe´maticiens. Artin a eu, en
particulier, l’ide´e de fonder la the´orie des fonctions L de Hecke au moyen des
ide`les. Une de ses e´le`ves, Mlle Matchett, a montre´ dans un travail en 1946 (qui
n’a malheureusement pas e´te´ publie´) que les fonctions L de Hecke peuvent eˆtre
en effet de´finies comme une inte´grale de certaines fonctions sur le groupe des
ide`les. Tate en a donne´ un expose´ dans sa The`se en 1950 (publie´e seulement en
1967 dans [1]), ou` il a ajoute´ une de´couverte importante que les e´quations fonc-
tionnelles de type bien connu auxquelles satisfont ces fonctions se de´rivent de
la formule d’inversion de l’inte´grale de Fourier et que cette formule applique´e
aux corps de fonctions alge´briques d’une variable sur les corps finis (voir in-
fra p.74) donne le the´ore`me de Riemann–Roch. D’un autre coˆte´, Iwasawa a eu
juste la meˆme ide´e vers la meˆme e´poque inde´pendamment d’Artin et de son
e´cole. Il en a rapporte´ les re´sultats a` Weil, qui lui a re´pondu pour lui dire que
lui-meˆme et Artin avaient eu la meˆme ide´e un peu auparavant. Iwasawa a re-
marque´ aussi qu’on peut ge´ne´raliser la de´finition des ide`les dans les corps de
nombres alge´briques a` ceux dans les alge`bres de division sur Q, et proce´der
de meˆme manie`re. Il en a donne´ un petit rapport dans la section d’alge`bre et
d’arithme´tique du Congre`s International des Mathe´maticiens a` Harvard en 1950,
dont on trouve un re´sume´ dans les Actes (Iwasawa [1], cf. aussi [1a]). Les fonc-
tions zeˆta (ou L) pour les alge`bres sur les corps de nombres alge´briques avaient
e´te´ d’ailleurs de´finies par Ka¨the Hey en 1929, dans une the`se a` Hambourg [1]
qui n’avait pas e´te´ publie´s et qui avait contenu une petite erreur, corrige´e par
Zorn [1] qui a remarque´ qu’on obtient comme corollaire du re´sultat corrige´ le
the´ore`me principal de Hasse [5] d’ou` de´coule arithme´tiquement la the´orie du
corps de classes comme Chevalley a montre´ dans [3] (cf. infra p.78). C’est cette
me´thode qui a e´te´ choisie dans Weil [12].
(2) Comme nous l’avons vu plus haut (cf. supra p.56), la the´orie du corps de
classes est valable sur les corps locaux tout aussi bien que sur les corps de nom-
bres alge´briques de degre´s finis. On s’est aperc¸u qu’elle est valable aussi sur les
corps de fonctions alge´briques d’une variable sur les corps finis. Weil [12] utilise
le mot corps-A (“A-fields”) comme le terme neutre qui signifie toutes les deux
sortes de corps: les corps de nombres alge´briques de degre´ finis et les corps de
fonctions alge´briques d’une variable sur les corps finis de caracte´ristiques p > 0,
c’est-a`-dire les corps F q(X ,Y ), q = pν , extensions finies de F q(X). (Pour dis-
tinguer les deux, on appelle les premiers les corps de nombres et les seconds les
corps de fonctions.) Comme nous nous sommes occupe´s jusqu’ici uniquement
des premiers, je vais expliquer maintenant de quoi il s’agit en ce qui concerne
les seconds.
On se rappelle que Gauss [1] avait de´ja` conside´re´ les congruences f (X ,Y )≡
0 (mod p) ou` f (X ,Y ) ∈ Z [X ,Y ] et en avait discute´ la re´solution de ces con-
gruences en (X ,Y ) ∈ Z2. Dedekind [1] avait remarque´ qu’il s’agissait la` de
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l’arithme´tique des fonctions alge´briques d’une variable sur F p. Dans un grand
me´moire [2] en collaboration avec Weber, il avait montre´ la possibilite´ de traiter
la the´orie de fonctions alge´briques d’une variables sur C par la meˆme me´thode
que la the´orie des nombres alge´briques en utilisant les ide´aux, tandis que Hensel
et Landsberg [1] avaient de´veloppe´ la meˆme the´orie en utilisant les diviseurs au
lieu des ide´aux. (Cette dernie`re me´thode apparaıˆt plus voisine a` la the´orie clas-
sique de Riemann, les “places” correspondant aux “points” sur la surface de
Riemann.) Ces de´veloppements ont e´te´ faits tout au de´but de ce sie`cle.
Dans un travail posthume de Kornblum [1], e´tudiant a` Go¨ttingen, mort
jeune a` la Premie`re Guerre Mondiale comme un volontaire, on peut s’apercevoir
que l’arithme´tique du corps de fonctions alge´briques d’une variable sur un corps
k s’organise plus facilement pour le cas ou` k est un corps fini que pour le
cas ou` k = C (quoique Kornblum emploie une autre expression.) Kornblum y
de´finit les fonctions L d’apre`s Dirichlet et de´montre un analogue du the´ore`me
de la progression arithme´tique. Mais c’e´tait Artin qui a approfondi cette ide´e
et de´veloppe´ dans sa the`se [1] la the´orie des extensions quadratiques de F p(X)
pour lesquelles il a de´fini la fonction zeˆta dont il a de´montre´ la validite´ d’un ana-
logue de l’hypothe`se de Riemann pour 14 cas spe´ciaux. Il a remarque´ que cette
fonction ζ (s) se re´duit a` un polynoˆme en s, de sorte qu’il est facile d’e´tablir
l’e´quation fonctionnelle pour elle, et la ve´rification de l’hypothe`se de Riemann
pour ces cas particuliers se fait par calcul directe. Il a conjectur e´ bien suˆr qu’on
pourrait arriver a` la meˆme conclusion dans le cas ge´ne´ral, ce qui entraıˆnerait
en particulier la finitude du nombre des corps quadratiques imaginaires avec
une seule classe des ide´aux (comme conjecture´e depuis Gauss, ve´rifie´e en 1934
par Heilbronn–Linfoot [1]). Je n’entrenai pas dans les de´tails assez complique´es
du de´veloppement de cette ide´e, et mentionnerai tout de suite le re´sultat capi-
tal annonce´ par Weil [6] d’avoir de´montre´ vers 1940 cette conjecture pour les
corps de fonctions en ge´ne´ral (non pas seulement pour les extensions quadra-
tiques de F p(X) mais pour les extensions finies arbitraires de F q(X)), dont la
de´monstration comple`te a e´te´ publie´e plus tard en [7], [8].
*
On sait que tous les corps finis de caracte´ristique p sont F q, q = pv, et
de´montre que toutes les valuations de F q(X), et donc aussi de F q(X ,Y ), ex-
tensions alge´-briques de F q(X), sont non-archime´diennes. Soit V l’ensemble de
toutes ces valuations. Pour α ∈ F q(X ,Y ), v ∈ V , on a v(α) = 1 pour presque
toutes les valuations, c’est-a`-dire que v(α) = 1 n’a lieu que pour un nombre
fini de v ∈ V , et on peut “normaliser” v de sorte que ∏v v(α) = 1 pour tous les
α ∈ F q(X ,Y ), α = 0. Et dans le cas ou` k est un corps de nombres alge´briques
de degre´ fini, on a vu (p.67 infra) qu’on peut aussi “normaliser” les valuations
de sorte qu’il n’y a qu’un nombre fini de v pour lesquels on ait v(α) = 1 et que
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“la formule de produit” ∏v v(α) = 1 soit valable. Ainsi les corps-A satisfont a`
deux axiomes suivants:
A1 : Il y a un ensemble V de valuations de k pour lesquelles on a v(α) = 1
pour presque tous les α ∈ k×, et ∏v v(α) = 1 pour tous les α ∈ k×.
A2 : Pour au moins un e´le´ment v de V , (i) ou (ii) a lieu:
(i) v est discre`te et le corps des re´sidus est fini.
(ii) v est archime´dienne, et le corps complet kv est R ou C.
Artin et Whaples [1] ont montre´ que les corps-A sont les seuls corps qui
satisfassent aux A1, A2. Ainsi ces axiomes caracte´risent les corps-A.
Soit donc k un corps-A, c’est-a`-dire un corps de nombres alge´briques de
degre´ fini ou bien un corps de fonctions alge´briques d’une variable sur un corps
fini,et soit V l’ensemble de valuations normalise´es de k satisfaisant a` A1, A2. Les
e´le´ments α du produit direct ∏v kv des corps comple´te´s pour lesquels v(α)≤ 1
pour presque tous les v ∈ V forment e´videmment un sous-anneau de ∏v kv qui
sera note´ Ak et appele´ l’anneau du ade`les de k. On appellera ade`les les e´le´ments
de Ak. Les ide`les de k ne sont que les e´le´ments inversibles de Ak, dont l’ensemble
Jk forme le groupe des ide`les de k que nous avons de´ja` rencontre´ pour le cas ou`
k est un corps de nombres alge´briques. On constate maintenant que la the´orie du
corps de classes de´veloppe´e par Chevalley dans son me´moire [6] de 1940 reste
valable telle quelle pour l’autre cas de fonctions alge´briques (avec quelques
petites simplifications) et voici cette the´orie pour les corps-A.
(3) On se rappelle que Hensel [1] avait pre´conise´ de`s le de´but de ce sie`cle
une autre me´thode que celle de Dedekind pour e´tablir l’arithme´tique des corps
de nombres alge´briques. Nous allons de´crire son ide´e en nous servant des termi-
nologies concernant les valuations d’un corps k que nous avons introduites plus
haut (infra p.34), en particulier celles archime´diennes et non-archime´diennes,
les places de k repre´sentant les classes d’e´quivalence des valuations induisant les
meˆmes topologies a` k et la comple´tion kv de k a` chacune de ces places. On com-
mence par remarquer que pour k = Q, il n’y a qu’une seule place archime´dienne
qu’on notera p∞, a` laquelle la comple´tion Qp∞ s’identifie avec R et une in-
finite´ de´nombrable de places non-archime´diennes dont chacune correspond a` un
nombre premier p. On de´notera cette place simplement par p et la comple´tion
de Q a` p par Qp qu’on appelle le corps des nombres p-adiques. On voit que
dans tout corps k avec une valuation non-archime´dienne ϕ , le sous-ensemble
{α ∈ k;ϕ(α) ≤ 1} forme un sous-anneau de k qu’on appelle l’anneau de val-
uation Aϕ pour ϕ de k, et le sous-ensemble Iϕ = {α ∈ k;ϕ(α) < 1} de Aϕ
forme l’ide´al maximal de Aϕ qu’on appelle l’ide´al de valuation de Aϕ (ou de
k) pour ϕ . D’ailleurs Aϕ et Iϕ ne de´pendent que de la classe d’e´quivalence a`
laquelle appartient ϕ , donc de la place de ϕ . Dans le cas ou` k = Q et la place
= p, l’anneau Ap (c’est-a`-dire Aϕ , ϕ e´tant une valuation appartenant a` la place
p, la meˆme remarque vaut pour la notation Ip) se compose des nombres ra-
tionnels m/n avec vp(m) ≥ vp(n) ou` m,n ∈ Z et vp(n) pour n ∈ Z× de´signe
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l’exposant de p dans la de´composition canonique de n. (On pose vp(0) = ∞
ou` vp(0) > vp(n) pour tout n ∈ Z×.) De meˆme Ip se compose des nombres ra-
tionnels m/n avec vp(m) > vp(n). On voit que le corps re´siduels Ap/Ip ∼= F p
et que l’ensemble des valeurs {ϕ(a),a ∈ Q} n’est autre que {cn,n ∈ Z} ou` c
est une constante re´elle et positive < 1 telle que ϕ(p) = c. En posant w(a) =
logc ϕ(a), on aura w(a) = vp(m)− vp(n) ∈ Z ou` a = m/n et vp(n) signifie la
fonction que nous avons de´fini. La fonction w : Q → Z a e´videmment les pro-
prie´te´s w(ab) = w(a) + w(b);w(a+ b) ≥ min(w(a),w(b));w(p) = 1. On ap-
pellera w la valuation exponentielle normalise´e de Q a` la place p. L’ensemble
des valeurs {ϕ(a);a∈Q} et celui des valeurs {w(a);a∈Q} s’obtiennent par les
l’applications bijectives w(a) = logc ϕ(a), ϕ(a) = cw(a); ils sont les ensembles
discrets de R.
En re´sume´, Q a une infinite´ de´nombrable de places p, pour lesquelles les
corps re´siduels sont les corps finis F p, et les ensembles des valeurs sont discrets.
Et on voit facilement que la valuation (ordinaire ou exponentielle) de Q a` la
place p se prolonge naturellement et uniquement dans la comple´tion Q p, et dans
celle-ci il n’y a qu’une seule place, prolonge´e de Q, avec les valuations discre`tes
(toutes e´quivalentes) au corps re´siduel fini. Par extension, on appellera un corps
local tout corps avec les valuations discre`tes avec les corps re´siduels finis, toutes
e´quivalentes donnant naissance ainsi a` une seule place, et une seule topologie,
complet par rapport a` la topologie induite. On voit dans Q p le premier exemple
d’un tel corps.
Si l’on suppose connue la the´orie des ide´aux de Dedekind dans une extension
finie k de Q, on voit que chaque ide´al premier P de k de´termine une place, c’est-
a`-dire une classe d’e´quivalence de valuations discre`tes avec le corps re´siduel
fini F q ou` q = Nk/Q(P), et la comple´tion kP, qu’on appelle le corps de nombres
P-adiques, de k a` la place P, sera reconnue comme un autre exemple de corps
locaux. Le cardinal q = Nk/Q(P) de F q est alors une puissance d’un nombre
premier p, et on voit que kP est une extension finie de QP, de degre´ diviseur de
(k : Q).
En renversant l’ordre d’ide´es, on peut arriver comme suit a` une de´finition du
diviseur premier P de p en conside´rant d’abord les extensions finies de Q p:
Nous allons conside´rer les extensions finies des corps locaux en ge´ne´ral en
modifiant la notation pour le moment. Soient donc k un corps local avec la valu-
ation discre`te ϕ , complet par rapport a` la topologie induite par ϕ , avec le corps
re´siduel fini a` q e´le´ments, (q e´tant une puissance d’un nombre premier p) et K
une extension finie de k. On montre alors que la valuation ϕ de k se prolonge a`
une valuation Φ de K d’une manie`re unique, (si [K : k] = n et α ∈ K, on aura
Φ(α)n = ϕ(NK/k(α)), et K avec cette valuation devient un autre corps local :
Φ sera discre`te et le corps re´siduel de K pour Φ sera corps fini a` q f e´le´ments.
On verra aussi que f est un diviseur de n = [K : k] et appellera f et n/ f = e le
degre´ relatif et l’indice de ramification de Φ pour K/k, respectivement. K/k est
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dit non-ramifie´ si e = 1. On montre de plus que toute fermeture alge´brique de
k contient une et une seule extension non-ramifie´e K qui est galoisienne sur k,
G(K/k) e´tant topologiquement engendre´ par l’automorphisme de Frobenius de
K/k.
*
Retournons maintenant a` notre notation habituelle : Soient k un corps de
nombres alge´briques de degre´ fini, c’est-a`-dire une extension finie de Q, et ϕ
une valuation non-archime´dienne de k. En restreignant ϕ sur Q , on obtient une
valuation non-archime´dienne de Q appartenant a` une place p. En composant k
avec Qp dans un cloˆture alge´brique Q p de Qp (par rapport a` une immersion de
k dans Qp), on obtient une extension finie de Q p. On a vu que celle-ci est un
autre corps local auquel la valuation ϕ de Q p se prolonge d’une seule manie`re.
De´signons par Φ cette valuation prolonge´e. En restreignant Φ sur k, on obtient
une valuation, donc une place de k qu’on notera P. La comple´tion de k a` cette
place s’identifie avec kQ p; on la notera kP et l’appellera le corps de nombres
P-adiques de k. On a pu ainsi de´finir la place P de k en utilisant la the´orie
des extensions des corps locaux inde´pendamment de la the´orie de Dedekind.
On peut alors de´finir les diviseurs M = Pe11 · · ·Perr dans k comme des produits
formels des places de k auxquels on peut faire jouer les roˆles des ide´aux dans k.
On voit de plus, par exemple, que si K/k est une extension galoisienne, et ¯P est
la place de K prolongeant P de k, K
¯P/kP est aussi galoisienne et G(K ¯P/kP) est
isomorphe au groupe de de´composition de ¯P dans K/k.
On voit ainsi que l’arithme´tique des corps de nombres alge´briques de degre´s
finis peut eˆtre de´veloppe´e en plongeant ces corps k dans les corps locaux sans
prendre le biais de la the´orie de Dedekind. Hensel avait pre´fe´re´ cette me´thode et
on peut interpreˆter les re´sultats de Chevalley sur la the´orie des corps de classes
comme confirmant cette ide´e.
(4) Nous allons enfin combler les explications que nous avons renvoye´es a`
plus tard (cf. supra p.38, p.60).
Dans notre expose´, nous avons vu l’appellation “corps de classes” apparaıˆtre
pour la premie`re fois dans les conjectures de Hilbert (p.32 supra): k e´tant un
corps de nombres alge´briques de degre´ fini, l’extension K de k s’appelle le corps
de classes sur k s’il jouit des proprie´te´s (i) – (iv). En particulier, l’extension K/k
est non-ramifie´e et abe´lienne, et on voit de plus qu’elle est maximale parmi les
extensions non-ramifie´es et abe´liennes. On a vu ensuite que le sens de cette ap-
pellation s’est e´largi depuis Takagi (p.38 supra); maintenant un corps de classes
est devenu synonyme d’une extension abe´lienne. Pour distinguer, on appelle le
corps de classes au sens de Hilbert, le corps de classes de Hilbert ou le corps de
classes absolu. Le proprie´te´ “(iv) Tout ide´al de k transfe´re´ dans K devient prin-
cipal” est caracte´ristique pour le corps de classes absolu K/k. On appelle cette
proposition le the´ore`me des ide´aux principaux. J’ai mentionne´ que ce the´ore`me
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a e´te´ de´montre´ par Furtwa¨ngler [2] en 1930, plus de 15 ans plus tard qu’il avait
de´montre´ les autres conjectures de Hilbert. En fait, la de´monstration dans Furtw-
a¨ngler [2] est base´e sur le re´sultat d’Artin [5] qui permet de traduire au moyen
de sa loi de re´ciprocite´ le the´ore`me des ide´aux principaux en une proposition
sur la the´orie des groupes me´ta-abe´liens, c’est-a`-dire des groupes finis G avec
sousgroupes invariants H tels que G/H et H soient tous les deux abe´liens. C’est
ce the´ore`me sur les groupes me´ta-abe´liens que Furtwa¨ngler [2] a de´montre´ par
re´currence sur l’ordre des groupes, non sans difficulte´s. (Je me permets de rap-
peler que je me suis occupe´ d’une simplification de cette de´monstration [3].)
On peut se demander d’autre part quelle serait une proposition qui corre-
sponderait au the´ore`me des ide´aux principaux dans la the´orie ge´ne´rale du corps
de classes qui concerne aussi les extensions ramifie´e. Herbrand s’est pose´ cette
question et l’a re´solue dans son me´moire [4]. (Sans le savoir, je me suis pose´ la
meˆme question et ai publie´ le re´sultat, essentiellement le meˆme que Herbrand
[4], dans [2]. Plus tard, j’en ai donne´ un expose´ plus syste´matise´, en utilisant
les re´sultats de Hasse [6].) Je n’entrerai pas dans les de´tails de ces re´sultats,
parce qu’ils ne sont pas en contact direct avec les travaux de Chevalley. Il
faut rappeler aussi que Chevalley n’a rien prononce´ sur le the´ore`me des ide´aux
principaux, qui de´passe pour ainsi dire le cadre de la the´orie des extensions
abe´liennes. Je me permetterai d’ajouter cependant qu’on est conduit, en pour-
suivant la recherche de ce the´ore`me, au difficile proble`me de la “capitulation
des ide´aux”, c’est-a`-dire la poursuite de la manie`re dont les ide´aux transfe´re´s
dans les extensions deviennent principaux ou “capitulent.” Sur ce proble`me, il y
a des expose´s ou des re´sultats assez re´cents par Iwasawa [4], Miyake [1], Suzuki
[1], [2], mais il me semble encore qu’il s’agit d’un champ nouveau.
*
Je retourne enfin au me´moire [3] de Chevalley en collaboration avec Nehr-
korn en 1935 qui a donne´ la premie`re de´monstration purement arithme´tique de
la the´orie du corps de classes. Dans le me´moire [4] de Hasse sur la the´orie des





pour une alge`bre A sur k et une place P de k qui prend des valeurs rationnels a




)≡ 0 (mod 1) a e´te´ de´montre´e d’ou` l’on peut
de´duire la loi d’Artin. Et, chose importante, la de´monstation par Hasse de cette
formule n’utilise pas l’analyse. Chevalley et Nehrkorn ont montre´ qu’on peut
de´duire de la`, e´galement sans analyse, le The´ore`me B de la The`se de Chevalley
(p.53 supra) et par suite toute la the´orie du corps de classes. Une autre me´thode
plus directe de construire cette the´orie moyennant la the´orie des alge`bres a e´te´
conc¸ue e´galement par Chevalley et communique´e a` Weil qui l’a utilise´e dans
son expose´ dans son livre [12] comme nous l’avons de´ja` indique´.
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Ce que Chevalley dit dans le dernier passage de l’Introduction de ce me´moire
[3] me semble digne d’attention du lecteur. Le me´moire [4] de Chevalley, ou` se
trouve de´montre´e “l’hypothe`se de M. Artin” disant que tout corps finis sont
“quasi-alge´briquement ferme´s” est cite´ dans la bibliographie de [3]. C’est un
me´moire de 3 pages seulement, mais qui a e´te´ cite´ peut-eˆtre les plus nom-
breuses fois parmi les travaux de Chevalley et a exerce´ par conse´quent beaucoup
d’influence. Chevalley s’est pose´ la question: si le corps de toutes les racines de
l’unite´ ne serait pas quasi-alge´briquement ferme´, et ajoute: question reste pour
le moment ouverte. Je crois que cette question reste encore ouverte.
J’arreˆte ici mon expose´ en priant M. Tate d’achever la suite5.
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